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CHAPITRE I 


GENERALITES SUR LA THEORIE ELECTROMAGNETIQUE 


1. Les équations de Maxwell. 


mentales qui ont été introduites par Maxwell pour résumer 
ensemble des faits connus d+ son temps en Electricité et en 
Magnétisme. Ces équations sont les suivantes (?): 


ia théorie électromagnétique repose sur des équations fonda- 


1 oB > _=> 
(1) ae Dame rot h (3) div B = 
1 ab bmi 
—> 
(2) ~~ +-— =rot H (4) div 6 = 4nd 


Les vecteurs h et H décrivent le champ électromagnétique : 
ce sont respectivement le champ électrique et le champ magné- 
tique. Les vecteurs 6 et B sont les inductions correspondantes : 
elles traduisent la facon dont la matiére considérée a notre échelle 
réagit 4 l’action des champs. La maniére de définir les champs et 
les inductions par Ja fagon dont on doit les mesurer a l’intérieur 
d’un corps matériel en y creusant une cavité de forme convenable 
est expliquée dans tous les traités classiques. Dans le vide, on 


> > 
peut confondre les champs et les inductions et poser 6 = h et 
B = H. Le vecteur i est la densité de courant au point de l’espace 


(1) Rappelons les définitions connues : 


SAG pean es ry Ga a BY 
: “J oa ays 
[a 


A Bae = A,yBz— AzBy- ae 
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envisagé ; le scalaire 5 est la densité de l’électricité en ce point. 
Les équations sont écrites en supposant les champs et inductions 
magnétiques mesurés en unités électromagnétiques, les champs et 
inductions électriques ainsi que les densités de charge et de cou- 
rant en unités électrostatiques. La constante c est le rapport de 
Punité électromagnétique a lunité électrostatique de charge élec- 
trique. 

Comme nous l’avons dit, les équations de Maxwell résument les 
grands faits de l’Electricité et du Magnétisme. L’équation (1) 
traduit la loi de induction, |’équation (3) affirme la non existence 
du magnétisme vrai et l’équation (4) dérive de la loi de Coulomb 
et du théoréme de Gauss. Quant a l’équation (2), elle exprime 
la relation qui existe entre les champs magnétiques et les cou- 
rants, mais Maxwell l’a complétée en y ajoutant le terme « cou- 


rant de déplacement » en : = et ce fut la son trait de génie. 


On peut grouper les deux équations vectorielles (1) et (2) et les 
deux équations scalaires (3) et (4) de deux fagons différentes. On 
peut d’abord grouper (1) et (3) d’une part, (2) et (4) de l’autre. 
Le premier groupe, usuellement appelé premier groupe des équa- 
tions de Maxwell, ne dépend pas des grandeurs « matérielles >t 
etd: il a donc méme forme dans le vide et dans la matiére. Les équa- 
tions (3) et (4), par contre, dépendent dei et de 0 et n’ont pas par 
suite la méme forme dans le vide et dans la matiére : elles forment 
le second groupe des équations de Maxwell. 

Une maniére différente de grouper les équations consiste a 
réunir (1) et (2) d’une part, (3) et (4) d’autre part. Les équations 
(1) et (2) contiennent les dérivées des inductions par rapport au 
temps et, si l’on suppose connue la relation entre les inductions 
et les champs, ces équations suffisent en principe a déterminer 
entiérement !’évolution du champ électromagnétique a partir d’un 
état initial donné. On peut les appeler les « équations d’évolution ». 
Les équations (3) et (4) expriment au contraire des conditions 
que le champ électromagnétique doit satisfaire a tout instant : on 
peut les nommer les « équations de condition ». Pour que l’en- 
semble des équations de Maxwell forme un systeme compatible, 
il faut que, si les équations de condition sont satisfaites dans un 
état initial donné, elles restent satisfaites au cours du temps en 
vertu méme des équations d’évolution. Ceci exige que les dérivées 
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par rapport au temps des équations (3) et (4) soient toujours nulles 
en vertu des équations (1) et (2). Pour la relation (3), cela va de soi 


en vertu de (1), mais pour la relation (4) nous obtenons ainsi la 
condition 


PY) 
(5) + divi = 0 
en prenant la divergence de (2). La condition (5) exprime la con- 
servation de l’électricité qui est donc exigée par les équations de 
Maxwell car, sans elle, ces équations ne seraient pas compatibles. 
. . . —- 
Les relations entre l’induction b et le champ h et entre Pinduc- 


tion B et le champ H dépendent des propriétés de la matiére au 
point envisagé. Dans un grand nombre de cas, on peut se conten- 
ter de relations linéaires et écrire simplement : 

(6) ee heenH o pit 

k et uw étant des constantes qu’on nomme respectivement la cons- 
tante diélectrique et la perméabilité magnétique. Naturellement 
k et u peuvent varier d’un point a un autre d’un corps s’il n’est 
pas homogéne : ces constantes peuvent méme varier avec le temps 
si le corps n’est pas dans un état permanent. Dans un corps homo- 
gene a l’état permanent, & et » sont indépendants de la position 
et de linstant. Pour le vide, on peut prendre ces constantes 
égales a 1. 

Dans beaucoup de cas également, on peut admettre la relation 
linéaire 
(7) Tach 
entre le courant et le champ électrique, ¢ étant la conductivité 
du milieu considéré. 

Un calcul facile et classique, fait 4 partir des équations de Max- 
well, conduit 4 admettre que, dans le champ électromagnétique, 
l’énergie est répartie avec une densité égale en chaque point a 
1 


(8) ea 


(kh? +- »H?) 
et que le vecteur 

> 
(9) S 
représente en chaque point le flux de l’énergie par unité de sur- 
face (vecteur de Poynting). Du moins, ces résultats sont-ils exacts 
quand les relations linéaires (6) sont valables. 
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Maxwell a 





2. La théorie électromagnétique de la lumiére. 
eu lidée magnifique que la lumiére est une perturbation électro- 
magnétique et que toute l’optique n’est qu’un chapitre de l’élec- 
tromagnétisme. Pour justifier cette hypothése, il a remarqué que 
les champs électromagnétiques se propagent dans le vide avec une 
vitesse égale au rapport c des unités de charge dans les deux sys- 
témes classiques d’unités. En effet, si on part des équations 


1-4 et si l'on remarque que dans le vide on peut poser 6 —het 


> —> SA 
B = H, on trouve aisément : 


1 2H lah > 
3 > a> = 
fe = — rot =>; = — rot rot H = AH — grad div H 
ys Lah 1oH ones > 
F) 
ey ae 


d’aprés une formule bien connue du calcul vectoriel. D’ou en 
vertu des équations de condition (3) et (4) : 


(14) Bye yim ee 
; ee Fis .- 14°97 
le signe D désignant l’opérateur Dalembertien 3 oe A. 


Les équations (11) expriment que la propagation du champ 
électromagnétique dans le vide a lieu avec la vitesse c. Par exemple 
une perturbation électromagnétique initialement localisée dans 
me région ponctuelle s’étale ensuite sphériquement dans Pespace, 
le front d’onde de la perturbation s’avancant avec la vitesse c. 

En particulier, les équations (11) admettent comme solution 
Ponde plane monochromatique 


| # =hy cos [2nv (+— = tute) + 9] 
{if H, cos [2nv (:—_S+ ftw + ee + #) + 9] 


dans laquelle v est la fréquence de onde, a les cosinus direc: 
teurs de la direction de propagation liés par la relation @ + 6? + 


(12) 


y* = 1. Si les champs het H n’avaient a satisfaire que les équa- 
tions du second ordre (11), on pourrait prendre pour he et H, 
pee vecteurs eee quelconques, mais h et H doivent satis- 
aire aux équations du premier ordre de Maxwell qui s 
restrictives. Désignons par n le vecteur de ek a ‘ae 
dans le sens de la propagation : il a pour composantes a, 6 et = 
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En introduisant les valeurs (12) dans les équations de Maxwell, 
les équations d’évolution donnent : 
—> > > 
(13) hg=—[n-Hp] Hy =[n-F| 
tandis que les équations de condition donnent : 
>= > => 
fr ae. (nH) = 0 
ea . . = <=. 

Ces derniéres relations expriment que les vecteurs h, et H, sont 
perpendiculaires 4 la direction de propagation, c’est-a-dire situées 
dans le plan d’onde. Les conditions (13), qui sont une conséquence 


(14) 


Z — 

Pune de l’autre, expriment que dans le plan d’onde les vecteurs hy 
a> : , —> 

et H, sont perpendiculaires entre eux. Comme n est un vecteur 


de longueur unité, les vecteurs h, et H, sont égaux entre eux : 
autrement dit, avec le systeme d’unités que nous avons choisi pour 
écrire les équations de Maxwell, le champ électrique et le champ 
magnétique de l’onde monochromatique plane sont égaux. En 
identifiant le vecteur lumineux de Fresnel avec le champ élec- 
trique (l’expérience a montré que l’on peut faire cette identifica- 
tion), on obtient une onde qui a tous les caractéres classiques de 
Yonde lumineuse transversale. 

Cette interprétation électromagnétique de la lumiére a donc 
conduit Maxwell & annoncer que la vitesse de la lumiére dans le 
vide doit étre exactement égale au rapport c des unités. C’est 1a 
une prévision qui peut étre soumise au contréle de l’expérience 
puisque la vitesse de la lumiére dans le vide et le rapport des 
unités peuvent étre mesurés tout a fait indépendamment par des 
méthodes appropriées. Déja Maxwell avec les résultats connus de 
son temps a pu montrer que l’égalité prévue était tres probable. 
Depuis, des mesures faites avec une précision croissante ont per- 
mis de vérifier avec une approximation de plus en plus serrée 
que la vitesse de la lumiére dans le vide est bien égale a la cons- 
tante c. De plus, la découverte par Hertz d’ondes électromagné- 
tiques qui ne différent de la lumiere que par leur longueur d’onde 
et qu’on obtient par des procédés purement électriques, a assuré 
le triomphe des idées de Maxwell. 

Dans les milieux matériels transparents, la lumiére se propage en 
subissant la réaction du milieu. Les équations de Maxwell sont 
encore applicables, mais en distinguant les champs des inductions. 
Maxwell a obtenu une relation remarquable entre Vindice de 
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réfraction et la constante diélectrique d’un corps réfringent, 
homogeéne et isotrope auquel on peut appliquer les relations (6) 
entre champs et inductions. Pour la retrouver, il suffit d’écrire 
les équations de Maxwell (1-4) en y introduisant les relations (6) 
de facon a éliminer les inductions, puis 4 chercher une solution 
des équations obtenues ayant la forme d’une onde plane mono- 
chromatique, c’est-a-dire représentée par les champs : 


h = h, cos [2nv (Sty Y) 5 e] (a? + 22 + 2? = 1) 
ips Hy cos fam (s— SEE) + oy 


On trouve alors que la vitesse de propagation V doit avoir la 
valeur : 


(15) 


ee ee 
(Vip 

Comme la plupart des milieux réfringents ne sont pas magné- 
tiques, c’est-a-dire que l’on a généralement » = 1, on peut trés sou- 
vent poser 


(16) 


c 
7 V=— 
oe Vi 
Par suite, l’indice de réfraction nm d’un milieu réfringent étant 
par définition le rapport des vitesses de la lumiére dans le vide et 
dans le milieu, on obtient finalement la « relation de Maxwell » 


(18) k = n? 


qui se vérifie bien quand on a soin de mesurer la constante dié- 
lectrique et Yindice dans des conditions comparables, en parti- 
culier pour des ondes électromagnétiques de méme fréquence. 

Revenons au cas du vide. Si nous appliquons a l’onde lumi- 
neuse (12) les formules (8) et (9) avec k = v. = 1, nous obtenons 

1 he? me 

im | W= g_ (i + He) = 7 cost [2ay i= ry + i) ree 
or: EN Dargie ax 
5S = ie Uh Hee Fe 008" [Inv (:— ates y) 4+e]=Wen 


T 


La répartition de l’énergie et du vecteur de Poynting dans 
onde plane ne serait donc pas uniforme, résultat un peu surpre- 
nant peut-etre au point de vue physique. Mais en pratique, en 
raison de la valeur toujours élevée de la fréquence v, on ne peut 
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espérer observer que la valeur moyenne des grandeurs précé- 
dentes, soit : 


20 oer ge a 
( ) W = 8x = Sx => We nr 

L’expression du vecteur de Poynting montre bien que l’énergie 
lumineuse progresse dans le vide avec la vitesse c. 


3. La théorie des électrons. — A la suite de la découverte de 
Pélectron, on a été conduit A admettre que la matiére est formée 
d’un nombre énorme de particules électrisées. Quand la matiére 
est électriquement neutre, cela veut dire qu’elle contient autant 
de particules positives que de négatives : quand elle est chargée, 
cela signifie qu’il y a un excés local de particules d’un certain 
signe. Quand la matiére est le siége d’un courant, il y a en elle un 
déplacement d’ensemble des particules électrisées, etc. 

Cette conception de la structure discontinue de l’électricité 
conduit a développer la théorie électromagnétique sous une forme 
nouvelle a laquelle est attaché le nom de H.-A. Lorentz. Au lieu 
de se contenter des champs électriques et magnétiques obser- 
vables (champs macroscopiques), Lorentz a’cherché a définir les 
champs tels qu’ils doivent exister au sein de la matiére, soit entre 
les particules, soit méme a l’intérieur de ces particules. Il a voulu 
ainsi donner une description duchamp électromagnétique plus détail- 
lée, plus fine, que celle fournie par la théorie de Maxwell. Le champ 
électromagnétique est décrit par deux vecteurs h et H qui sont 
cette fois les champs microscopiques bien différents des champs 
macroscopiques het H de Maxwell. Il n’y a plus lieu d’introduire 
les inductions car la différence entre induction et champ est en 
quelque sorte dans la théorie de Lorentz une apparence macro- 
scopique. 

Pour préciser ia forme des champs macroscopiques, Lorentz a 
admis que ces champs obéissent partout 4 des équations de méme 
forme que celle de Maxwell et cela méme a I’intérieur des élec- 
trons. Il écrit donc le systéme d’équations : 


—> 
(24) —-—=roth (23)  divH =0 


a 
(22) ; Lee rot H — 4x (24) divh = 4np 
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h et H étant, répétons-le, les champs microscopiques. Dans ces 
équations, p est la densité microscopique de charge électrique, 
nulle hors des électrons et ayant des valeurs non nulles (d’ ailleurs 
inconnues) A leur intérieur tandis que la densité macroscopique 
0 des équations de Maxwell est une grandeur globale définie par 
Y’excés des particules d’un certain signe contenues dans un élé- 
ment de volume trés petit A notre échelle, mais renfermant cepen- 


—_> 
dant un trés grand nombre de particules. Le vecteur ¢ est la 
vitesse de l’électricité en chaque point 4 l’intérieur des charges de 


ae . , . . e & 
sorte que p » est la densité microscopique de courant électrique 
—_ 


remplacant la densité macroscopique i des équations de Maxwell. 

Quand on a affaire a un corps matériel renfermant un nombre 
immense de charges électriques élémentaires mutuellement en 
mouvement, on ne peut observer que les valeurs moyennes des 
champs. Ces valeurs moyennes différent d’ailleurs suivant le pro- 
cédé de mesure, suivant par exemple qu’on mesurera la force 
subie par un corps d’épreuve électrisé placé dans une cavité de 
forme aplatie ou de forme allongée creusée dans la matiére ou 
lon étudie les champs. On parvient ainsi 4 définir, comme valeurs 
moyennes observables, les champs et les inductions macrosco- 
piques qui figurent dans les €quations de Maxwell. On peut aussi 
montrer que, si les équations de Lorentz sont exactes microsco- 
piquement, il en résulte que les inductions et les champs macros- 
copiques obéissent aux équations de Maxwell (*) : cela était évi- 
demment nécessaire pour que les équations de Lorentz fussent 
acceptables. 

La théorie des électrons de Lorentz, en plus des équations 
écrites plus haut, repose sur une équation complémentaire dite 
« €quation de la force de Lorentz » qui exprime la force micros- 
copique subie par un élément de charge pdz animé de la vitesse p 


dans le champ électromagnétique défini par les vecteurs h et H. 
Cette force est, d’aprés Lorentz, donnée par l’expression : 


(25) F dx = h pdr + : es ; lps. 


Cette expression est choisie, elle aussi, 


Se, 


par extrapolation du 


(‘) Voir par exemple : Ricwarpson, The el t 
bridge University Press, 1914, chapitre 1x, eae Tene 
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macroscopique au microscopique. Elle est telle qu’en repassant 
aux phénoménes a grande échelle, on retrouve la définition usuelle 
de la force électrique et la loi d’action des champs magnétiques 
sur les courants (loi de Laplace). 

En combinant les équations (21)-(24), on trouve facilement 
qu’en dehors des charges électriques (eo = 0), les champs het H 
se propagent suivant les équations : 


(26) cee CH a 


qui expriment la propagation des champs électromagnétiques 
dans le vide avec la vitesse c. On retrouve aussi la conservation 
de l’électricité sous la forme : 

2 Cle Ree 
(27) ~ + div(s0) =0 
et l’on obtient pour les expressions microscopiques de la densité 
d’énergie et du vecteur de Poynting 
> => 
[h -H]. 


(28) W=, ®+H)~ S$ 


1 ¢ 
Bx | = ir 

4. Les potentiels électromagnétiques. — Le champ électroma- 
gnétique est défini en théorie de Lorentz par les 6 grandeurs 
he... Hz, mais il est possible de ramener la connaissance de ces 
6 grandeurs a celle de 4 grandeurs dont elles se déduisent par des 
opérations de dérivation. Ce sont les « potentiels électromagné- 
tiques » que nous allons étudier en restant dans le cadre de la 
théorie de Lorentz. 

Considérons les équations (21) et (23) qui forment le premier 
groupe des équations de Lorentz. L’équation (23) suggére de poser: 


(29) H = rot X 
puisque la divergence d’un rotationnel est toujours nulle. Mais 
alors l’équation (21) nous donne : 


(30) rot (7 + : = 0. 


CrsOL 
==s 
= 1aA 


Nous voyons donc quela quantité h + arrs peut étre considé- 
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rée comme le gradient d’une fonction scalaire que nous appelle- 
rons — V. Nous avons done (2) : 
—_> 
1aA 
Le vecteur A est appelé le potentiel vecteur, le scalaire V le 
potentiel scalaire. Les équations (29) et (31) nous donnent donc 
bien les 6 grandeurs hr... He en fonction des 4 grandeurs Az, Ay, 
Az et V. 


Mais nous devons encore écrire que les champs h et H ainsi défi- 
nis 4 aide des potentiels satisfont aux equations (22) et (24) 
du second groupe de Lorentz. En utilisant des formules classiques 
du calcul vectoriel, on obtient ainsi sans peine les relations 


102] eae 
OV — dnp = = > div A +55] 
(32) > Lav 
—> v ines 3 
DA — Sap = — grad | aiva BRS, 


Lorentz a donné a ces équations une forme plus simple en pro- 
fitant de la circonstance suivante : les potentiels, tels que nous les 
avons définis, ne sont pas déterminés d’une fagon univoque quand 

; : > +> 
on connait les champs. En effet, si, A des champs h et H donnés, 
: —— 
correspondent des potentiels A et V satisfaisant aux équations 
(29) et (34), les potentiels 


—> 


(33) A’ = A + grad F: Vena sseren 


ou F est une fonction dérivable quelconque de xyzt, satisfont 
aussi a (29) et a (34). Si done on admet que seuls les champs ont 
une signification physique, les potentiels n’étant que des inter- 
médiaires de calcul, le choix des potentiels comporte u 
arbitraire correspondant a la fonction F. On peut donc 
une certaine condition a laquelle les potentiels 
si cette condition entraine seulement une restr 


s’imposer 
devront satisfaire 


iction dans notre 
SWa eres eo 


(') Nous appelons 
ov, oV av 


Ox 


grad V le vecteur dont les composantes rectangulaires 


sont pas 
os et = 
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liberté de choisir arbitrairement la fonction F. Lorentz a ainsi pu 
imposer aux potentiels de satisfaire 4 la condition suivante : 


1aV 
(34) ~—; + div A = 0 


dite « relation complémentaire de Lorentz entre les potentiels ». 

Un coup d’ceil jeté sur les équations (32) explique tout de suite 
la raison pour laquelle Lorentz a imposé aux potentiels la con- 
dition (34). Moyennant cette condition, en effet, les potentiels 
satisfont dans le vide aux équations : 


(35) OA=0 OV=0 

Autrement dit, les potentiels, tout comme les champs, se pro- 
pagent dans le vide avec la vitesse c. Ceci résulte des équations (32) 
ot l’on fait p = 0 et ot l’on tient compte de (34). 

Grace a (34), nous pouvons écrire les équations (32) dans les 
régions ou il y a des charges sous la forme générale : 


> 


(36) OA = 4a OV = Are. 


Nous voyons alors que les charges et les courants jouent le rdle 
de sources pour les potentiels et un raisonnement bien connu de 
Kirchhoff nous apprend que la solution des équations (36) peut 
étre écrite sous la forme (?). 


> 4 lev], v= 
(37) Aas : dt 


ou r désigne la distance entre le point otl’on calcule les potentiels 
et l’élément de volume dz. Les quantités entre crochets doivent 


4 ° Me ‘ . 
avoir les valeurs correspondant a l’instant t — -, c’est-a-dire au 


temps antérieur de : au temps ¢ pour lequel on calcule les poten- 


tiels : on exprime ainsi la propagation des actions électromagné- 
tiques avec la vitesse c. Les potentiels (37) sont nommés « poten- 
tiels retardés ». 

On pourrait obtenir une autre solution de (36) en changeant 
c en —c, c’est-a-dire en prenant pour valeurs des crochets dans 


r tease 
(37) les valeurs correspondant au temps? + =. On aurait ainsi des 





(1) Voir par exemple : Lorentz, Theory of electrons, Teubner, Leipzig, 
Qe édition 1916, p. 233, note 4. 
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« potentiels avancés », mais cette solution qui ferait dépendre le 
présent de l’avenir est considérée comme physiquement inaccep- 


table. 


5. Rayonnement d’une distribution d’électricité en mouvement. 
— L’emploi des potentiels retardés permet de calculer le champ 
électromagnétique qui entoure une distribution d’électricité dont 
la densité p et la vitesse sont connues en chaque point et 4 chaque 
instant. 

Donnons d’abord quelques indications sur le cas d’une distri- 
bution statique ou ¢ est partout nulle et » partout indépendant 
du temps. Nous supposons cette distribution d’électricité limitée 
a un domaine © de dimensions finies et nous cherchons le champ 
électromagnétique existant en un point éloigné de la distribution. 

Prenons une origine O a l’intérieur de la distribution et suppo- 
Sons que le point ou nous voulons calculer les potentiels soit A une 
distance R de cette origine dans la direction de cosinus directeurs 
a, 8, y. Par hypothése, la distance R est grande par rapport a la 
distance a l’origine d’un point quelconque de la distribution. Le 
potentiel vecteur en P est évidemment nul ; quant au potentiel 
scalaire, on lui trouve la valeur suivante : 


€ 1 1 
(38) V= Rt Rp eh: + Pky + y#.) + ae (82° — 1) @re + (322 — 1) 2), 
+ (3y? — 1)f2 + 620 Pry 3 OLY Lye si 6y2B22] hee 


en posant les définitions suivantes - 


| = [a ae = [pode Ry = [cud <. = [pz 
fox = Jppate Ly = cota £23 = ib oz"d= 
Ly: = a eyzdt Le = I. ozxdt Loy — te caryd= 


é est la charge totale de la distribution. Le vecteur ¢ de compo- 
santes fz: fy €: est son moment électrique dipolaire. Le tenseur 
>> 


(39) 


s ° =e 
Symetrique du second rang £ de composantes Lez, Pyy, Lee, Pye = 


Ley Cb Ler = Pre Ot Pry = Pye est son moment électrique quadrupolaire. 
Pour une distribution dont la charge totale n’est pas nulle,le terme 
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€ 
en 5 dans (38) est prépondérant: c’est le potentiel Coulombien que 


créerait la distribution si elle était rassemblée au point O. Pour 
une distribution dont la charge totale serait nulle, le moment 
dipolaire ne l’étant pas (c’est le cas des doublets électriques), les 
termes dipolaires en @ sont prépondérants. Enfin, pour une dis- 
tribution dont la charge totale et le moment dipolaire seraient 


tous deux nuls, les termes quadrupolaires provenant de ¢ seraient 
les plus importants. En continuant le développement (38) au dela 
des termes écrits explicitement, on trouverait d’ailleurs des 
termes supérieurs, octopolaires, etc., mais ces termes inter- 





Y Fig. 1. 


viennent rarement en pratique dans les calculs. On remarquera que 
plus est grande la symétrie de la distribution électrique, plus le 
développement du potentiel commence par des termes d’ordre 
élevé, plus par suite le champ extérieur est faible. 

Nous venons d’étudier le cas d’une distribution statique. Une 
telle distribution électrique ne rayonne pas, mais il en est autre- 
ment dans le cas d’une distribution non statique. Le calcul du 
rayonnement qu’émet une distribution électrique variable est un 
sujet d’une importance capitale pour toutes les questions que 
nous aurons a traiter dans cet ouvrage et nous devons résumer les 
résultats de la théorie électromagnétique sur ce point. Comme la 
charge totale d’une distribution doit rester constante en vertu 
de la conservation de l’électricité, on peut ramener l’origine du 
rayonnement aux variations des moments dipolaires, quadrupo- 
laires, etc. Dans le cas général ot le moment dipclaire de la dis- 
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tribution n’est pas constamment nul, ce sont les variations de ce 
moment dipolaire qui provoquent la partie de beaucoup la eine 
importante du rayonnement. Dans tous les cas o4 nous aurons a 
faire appel aux résultats de la théorie électromagnétique du 
rayonnement, nous supposerons négligeables les rayonnements 
correspondants aux termes quadrupolaires, etc., quitte a 
signaler incidemment ce qui peut arriver quand cette hypothése 
ne se trouve pas justifiée. 

Pour calculer le rayonnement émis par une distribution élec- 
trique non statique, il faut tout d’abord calculer 4 l’aide des rela- 
tions (37) les potentiels créés 4 chaque instant par la distribution 
en un point P situé 4 une distance R de l’origine choisie O qui 
soit trés grande par rapport 4 toutes les dimensions de la région 
occupée par lélectricité (voir fig. 1). Des potentiels, on déduira 
les champs, puis on calculera le flux du vecteur de Poynting a 
travers une sphére de centre O et de rayon R. La limite de la 
valeur de ce flux quand R tend vers l’infini donnera énergie 
rayonnée en une unité de temps par la distribution. Telle est la 
marche de ce raisonnement dont nous ne voulons indiquer ici 
que les grandes lignes. 


Tout d’abord, on voit que seuls les termes en = dans l’expression 


des potentiels apporteront au flux du vecteur de Poyinting des 
contributions qui garderont une valeur finie quand R tendra vers 
l’infini. Les termes en R-?, R-’... donneront des contributions qui 
tendront vers zéro a la limite et ces termes pourront par suite 
etre négligés dans le calcul du rayonnement. Or, A ce degré d’ap- 
proximation,le calcul des potentiels par les formules (37) montre 
qu'il suffit de poser : 
we 1 


(60) ve,9=0  %e,y»=-4 [2] 


ou ie désigne la dérivée vectorielle par rapport au temps du vec- 
teur @ défini en (39). Le crochet indique que cette grandeur doit 
étre prise 4 linstant ¢ — = 

Pour simplifier le probleme, on remarque alors que chacune des 


‘ —e 
composantes rectangulaires de @ peut se développer en série de 
Fourier sous la forme : 


(41) £,(t) = Y) 2, cos In(nvt + $2) 


n 
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si le mouvement de la distribution admet une période T = = ou 
v 
en intégrale de Fourier de la forme : 


(42) £,(t) = [ #,(v) cos In[vt + @(v)]dy 


x 


dans le cas général. Puis on démontre : 1° que le rayonnement 
s’obtient en faisant la somme des rayonnements dus achaque com- 
posante harmonique de rs 2° que le rayonnement correspondant 
a Pune des composantes harmoniques de @ s’obtient en faisant la 
somme des rayonnements dus aux trois composantes rectangu- 
laires de cette composante harmonique, considérées isolément. 
Si done on sait calculer le rayonnement émis dans le cas simple 
ou ona: 

(43) =f, =0 @, = Ay cos 2x(vt + ¢) 

on saura le calculer dans le cas général par superposition. 

I] suffit donc de traiter ce cas particulier qui est en somme 
celui d’un doublet électrique osciJlant harmoniquement le long de 
laxe oz. Placons toujours l’origine des coordonnées a l’intérieur 
de la distribution et considérons un point P trés éloigné ; nous 
aurons la figure suivante : 





Fig. 2. 


En vertu de l’expression (40), le potentiel A (P, t), ou plus 
exactement la partie de ce potentiel qui nous intéresse,est paralléle 
a axe oz. Si en P nous désignons par R la direction radiale ; par 
M la direction de la tangente au méridien, par N celle de la nor- 
male au plan méridien, nous avons évidemment : 

(44) Ag(P, t) = A(R, t) cos 6; Au(P, t) = A(P, 4) sin 9; A,x(P, é) = 0 


2 
DE BROGLIE 
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On montre aisément que la composante radiale Ag, donnant 
naissance A une composante du vecteur de Poynting normale au 
rayon vecteur, ne contribue pas au rayonnement. Nous pou- 
vons donc, pour calculer le rayonnement, nous contenter de con- 


. Pa . i 
sidérer le potentiel-vecteur transversal AM de composantes : 


(45) AM — aAM—9 at — AP, s sind = == [#,| sin 0 


sin 6 Ay sin 2z[v (« — =) + 9] 


__ de 


cR 


d’aprés (40) et (43). A partir de ce potentiel, on calcule les champs 
« radiants »en P a Vinstant ¢ et l’on trouve: 


hy — hz = 0 
1aAt) Ant? . R 
he — ae Ts = GR sin 6 A, cos 2zx[v (12) = 9] 
46 
( ) He = He _ 
aAM) = aAG) — gnaya R 
joes Sioa ha en sin 6 Ay cos arto (t— =) + 9] 


Les deux champs sont donc égaux, perpendiculaires a la direc- 
tion OP et perpendiculaires entre eux. Ils sont placés comme les 
vecteurs de l’onde jumineuse plane a laquelle une petite portion 
de l’onde sphérique est assimilable a la distance trés grande R du 
centre O. Le flux de l’énergie dans le sens radial au point Ps’obtient 
en calculant le vecteur de Poynting avec les valeurs (46) des 
champs ; on trouve aisément pour les composantes de ce vec- 
teur : 


c 4x8 ya 
(47) Sw=Sy=0  Sp= 7 hy: Hy= ae sint0A,Peost2nfo( 1) 4.9] 
c 
Le flux rayonné est radial et varie comme sin? § avec Pangle 
de colatitude 6 ; maximum dans le plan de l’équateur, il est nul 
sur la ligne des péles (direction du vecteur ). 
Le flux moyen s’obtient en remplagant dans (47) le terme cos? 


ar sa valeur moyenne dans le temps égale a = Dou: 
5 ae 273 v4 * 9 # 
R= 7 Re sin? 0A, 


flux total S, sur la sphére de rayon R et ce flux 
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total, indépendant de R, donnera la quantité d’énergie rayonnée 
par unité de temps AW. On trouve ainsi : 


44 : E 
(49) AW= ah Sa 2zR? sin 6d = a A? ik sin? 6d0 = 16x44 A 
0 








e 3c3 
Cette formule fondamentale résout entiérement le probléme. 
On peut écrire le résultat (49) autrement en remarquant, si le 


—_ - ” 3 
vecteur £ au lieu d’étre représenté par la composante # de (43) 
était donné par l’expression équivalente (2) : 


~ . —_ r A : 
(50) ,= 5 gi + pote 2rive avec Po = 5 e2ti¢ 


on aurait 4 remplacer dans (49) A*, par |2p,|? et l’on aurait alors: 
64r4y4 
(51) AW = —3—a | Pol? 

Comme nous l’avons vu, le résultat obtenu ainsi dans le cas 
simple du doublet harmonique nous permet de résoudre le pro- 
bléme général de |’émission de rayonnement par une distribution 
quelconque (en nous tenant toujours au rayonnement dipolaire). 
Dans le cas général, le moment électrique @ de la distribution 
sera développable en intégrale de Fourier de la forme 


Sf, 90 = 
(52) e =/ Pp (ve2™™dy 


_> 
ou les! p(v) sont des vecteurs complexes tels que p(v) = p*(—). 


Les coefficients Dv) se calculent par la formule classique : 
ere : 
(53) PW) = f & e271 
0 


L’énergie rayonnée par la distribution en une unité de temps 
dans l’intervalle de fréquence v — v + dv est alors égale a: 


64 44 )—> 2 
(54) ow = a5 |p) |e 





ou [po | désigne la somme des carrés des modules des trois 
composantes de p(v). 


Naturellement le rayonnement d’énergie par une distribution 
électrique en mouvement a pour effet d’amortir ce mouvement. 


(1) Nous désignons ici et dans la suite par a* la quantité complexe conjuguée 
de a. 
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Considérons par exemple le cas d’un électron qui vibre le long 
d’une droite autour d’une position d’équilibre sous l’influence 
d’une force proportionnelle 4 l’élongation : c’est loscillateur 
linéaire dont nous aurons souvent a reparler. Son mouvement est 
harmonique de fréquence v déterminée par sa masse et la force 
du lien élastique. Le rayonnement de l’oscillateur est donné par la 


Ay est ’amplitude de sa vibration. On calcule 


formule (49) ou 


facilement que l’énergie de l’oscillateur s’amortit suivant la loi : 
872\ ¢2 
=e =e ae peed 2 
(55) W = Wee avec Gaal ae 


e et m étant la charge et la masse de l’électron. L’inverse de y est 
souvent nommé la « vie moyenne » de J’oscillateur. 

Par suite de l’amortissement par rayonnement, aucun vibra- 
teur électrique ne peut avoir un mouvement strictement sinusoi- 
dal. Si Pamortissement est faible, l’abscisse du vibrateur est repré- 
sentée en fonction du temps par une intégrale de Fourier dont les 
seules composantes de valeur notable occupent une trés petite 
bande de fréquences autour de la valeur v qu’aurait rigoureuse- 
ment l’oscillateur s'il n’y avait pas lamortissement par rayonne- 
ment. La radiation émise par l’oscillateur ne peut done pas étre 
strictement monochromatique : la raie émise a une largeur que 
on peut d’ailleurs facilement évaluer si l’on connait la cons- 
tante d’amortissement y de l’oscillateur, c’est-a-dire les cons- 
tantes e et m. Nous renveyons pour l'étude de ces questions aux 
ouvrages classiques. 


6. La théorie électromagnétique de la dispersion. — La théorie 
électromagnétique interpréte la différence entre les champs et les 
inductions dans un milieu matériel comme étant le résultat de 
Pétat de polarisation créé dans le milieu par l’existence du champ. 
La polarisation d’un milieu matériel consiste en ce que chaque 
élément de volume dr du milieu devient un petit doublet élec- 
trique de moment Par ; le vecteur P est par définition le vecteur 
« polarisation dans I’élément dz». On peut dire aussi que P est la 
densité de moment électrique dans l’élément dr. On démontre 
dans tous les traités d’électricité qu’un milieu polarisé (supposé 
électriquement neutre dans toute sa masse) se comporte comme 
si chacun des éléments de sa surface extérieure portait une den- 
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sité électrique égale 4 la composante P, du vecteur P en chaque 
point et comme si l’intérieur de son volume était le siége d’une 
densité électrique 0 et d’une densité de courant i données par les 
relations : 
(56) ee die E Poo 
ot 

On peut alors facilement expliquer la différence du champ et de 
Pinduction électriques dans le milieu 4 l’aide de la polarisation 
de ce milieu sous l’influence du champ. On peut s’en rendre 
compte en raisonnant comme il suit. La présence du champ fai- 
sant apparaitre dans le milieu les charges et courants définis par 
(56), nous devrions écrire comme équations de l’électromagné- 
tisme dans le milieu : 


j 


\— aoe doa ie} 

(57) 3 
rah nn div hs hediy 
\ e ot c ot 


Mais les courants et les charges définis par (56) ne sont pas 
observables macroscopiquement et nous n’en pouvons constater 
les effets qu’indirectement. Ainsi sommes-nous amenés a écrire les 
équations (57) sous la forme : 


e 
— 2 = oth div H =0 
(58) ‘ = 
] 12? = rot H div 5 =0 


> —> ¢ 
c’est-a-dire a distinguer l’induction 6 du champ f en posant par 
définition : 
> > —> 

(59) b=h+4nP 

Un raisonnement analogue permettrait de comprendre la diffé- 
rence entre l’induction magnétique et le champ magnétique dans 
un milieu magnétiquement polarisable. Nous nous bornerons 
ici au cas des milieux matériels qui ne sont pas magnétiquement 
polarisables. 

La polarisation électrique d’un milieu étant produite par 
Yaction du champ électrique impose, on doit avoir une relation 


de la forme : 
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et par suite grace a (59) une autre relation vectorielle de la forme : 
> — 

61) b = F(h) 


L’induction est donc une fonction du champ qui dépend de la 
maniére dont le milieu se polarise sous l’action de ce champ. 
L’hypothése la plus simple, qui se montre en accord avec les faits 
dans un grand nombre de cas, consiste a poser : 

—> > 
(62) Pion 
. r =, 
a étant une constante, c’est-a-dire ne dépendant pas deh. Ona 
alors d’aprés (59) : 


—> ie —- 
(63) b= (1+ 4n)h=kh avec k=1 + 4na 


La constante diélectrique k se trouve exprimée en fonction de 
la susceptibilité «.Le milieu envisagé n’étant pas magnétique par 
hypothése, la relation de Maxwell (18) doit étre valable et nous 
obtenons l’expression suivante pour le carré de l’indice de réfrac- 
tion : 

(64) n? = 1+ dna 


Plagons-nous dans le cas simple d’un milieu matériel homo- 
géne contenant N atomes ou molécules par unité de volume. On 
peut en premiére approximation (et ceci est nécessaire pour que 
(62) soit valable) supposer que, sous l’action du champ exté- 
rieur,chaque atome ou molécule acquiert un moment électrique? 
proportionne] ah. On aura alors : 


(65) aah 


ou a’ est la « polarisabilité » de l’'atome ou de la molécule. On 
a évidemment : 


(66) P=Nf=NrR 
Par suite, ~ est égal a N a’ et la formule (64) devient : 
(67) n? = 1 + 4nNz! 


La constante ' dépend de la structure de latome ou molécule 
du corps envisagé, mais ne dépend pas en principe de la densité D 
du corps. Comme N est visiblement proportionnel 4 D, on a: 


(68) n?—1=—CD 
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C’est la loi de Laplace qui, pour n voisin de 1, prend sensible- 
ment la forme suivante dite de Gladstone-Dale : 


(69) n—i1=C'D 


Si la connaissance de la structure de l’atome ou molécule nous 
permet le calcul de la polarisabilité «’, la formule (67) nous donne 
la valeur de n? et par suite la loi de dispersion si a’, dépend de la 
fréquence du champ h. 

La théorie précédente n’est pas rigoureuse parce qu’en réalité 
chaque atome ou molécule de la substance considérée n’est pas 


soumise au champ électrique h, mais bien & la somme de ce 
champ et des champs créés par la polarisation des molécules voi- 
sines. Tenant compte de cette circonstance, Lorentz a déve- 
loppé une théorie plus rigoureuse qui l’a conduit a la relation : 
Na’ 

4r 


1 — = Na’ 


au lieu de « = N a’. En portant cette valeur de 2 dans (64), on 
trouve : 


(70) ee 


n?—1 4 


(71) nm+t2 —— ee? No’, 
Il en résulte que l’on doit avoir : 
n? — 1 
(72) nm+2 = const. D. 


C’est la formule de Lorentz-Lorenz qui admet les formules (68) 
et (69) comme formes approximatives quand n est voisin de a3 

Les formules précédentes se généralisent d’ailleurs facilement 
pour le cas d’un corps contenant par unité de volumes N, molécules 
d’une premiére espéce, N, d’une seconde espéce, etc. 

La théorie classique a fondé sur les relations qui précédent une 
interprétation de la dispersion de la lumiére. Pour y parvenir, elle 
a admis que chaque atome contient des électrons susceptibles 
d’osciller autour d’une position d’équilibre sous l’action d’une force 
de rappel proportionnelle a l’élongation. Puis elle calcule le mou- 
vement pris par ces oscillateurs sous linfluence d’une radiation 
extérieure et le moment électrique qui en résulte pour l’atome. 
Sous certaines conditions d’isotropie, on trouve que ce moment 
est proportionnel a la force électrique de l’onde incidente et l’on 
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en déduit la valeur du coefficient «’ qui se trouve dépendre de la 
fréquence v de la radiation. On en déduit par les formules précé- 
dentes la loi de dispersion. La forme de cette loi et ses vérifications 
expérimentales se trouvent discutées dans tous les traités d’op- 
tique physique. Nous retrouverons cette théorie de la dispersion 
quand nous nous occuperons de la théorie générale de la diffusion 
au chapitre V. 


CHAPITRE II 


LA THEORIE DES QUANTA 
ET LE PRINCIPE DE CORRESPONDANCE 





1. Généralités sur la théorie des quanta. On sait que les 
études de Planck sur le rayonnement d’équilibre thermique l’ont 
amené a admettre que le mouvement des particules élémentaires 
de matiére était quantifié, c’est-a-dire A admettre que, parmi 
linfinité des mouvements possibles prévus par l’ancienne Méca- 
nique, certains seulement étaient réalisés dans la nature, ces mou- 
vements privilégiés étant définis d’une facon assez mystérieuse 
par l’introduction d’une nouvelle constante universelle, la cons- 
tante h de Planck. 

Nous avons déja eu l’occasion de signaler le réle trés important 
que jouait dans la théorie classique des interactions entre 
matiére et rayonnement J’oscillateur linéaire quasi-élastique. 
Quand M. Planck fit étude des échanges d’énergie entre matiére 
et rayonnement en équilibre thermique, il fut tout naturellement 
amené suivant le point de vue classique 4 considérer des oscilla- 
teurs électroniques linéaires comme servant d’organes pour ces 
échanges. C’est ainsi qu’il s’apercut de la nécessité, pour arriver 
a rendre compte des lois expérimentales du rayonnement noir, 
de quantifier le mouvement des oscillateurs. L’oscillateur quasi- 
élastique posséde une propriété tout a fait exceptionnelle pour 
un systéme mécanique : celle d’avoir une fréquence bien uéter- 
minée par sa seule structure et complétement indépendante de 
amplitude, de l’énergie, du mouvement. Profitant de cette cir- 
constance, M. Planck a déterminé les mouvements quantifiés 
des oscillateurs de fréquence v en admettant que les seuls mouve- 
ments possibles de ces oscillateurs étaient ceux pour lesquels 
Pénergie était un multiple entier du quantum d’énergie hy suivant 


la formule : 
(4) E = nhy (n entier) 
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Comme on le sait, cette hypothése, trés étrange du point de vue 
des conceptions classiques, lui a permis de trouver une formule 
pour la répartition spectrale des énergies dans le rayonnement 
d’équilibre thermique qui est en bon accord avec l’expérience, 
ce que ne pouvait faire la théorie classique. 

La quantification par la formule (1) n’a de sens que pour 
Voscillateur car elle suppose que v est indépendant de E. Mais on 
peut remplacer la formule (1) par une formule qui lui est équi- 
valente dans le cas de l’oscillateur, mais qui est susceptible de 
s’appliquer 4 d’autres cas. Dans l’oscillateur quasi élastique, en 
effet, la valeur moyenne de l’énergie cinétique pendant une période 
de mouvement est égale, on le vérifie aisément,a la valeur moyenne 
de énergie potentielle et, par suite, est égale A la moitié de l’éner- 
gie totale constante E. On a donc: 


1 1 1 


m étant la masse de la charge oscillante et T la période égale a = 


Comme le produit ¢dt est égal au chemin dx parcouru par lacharge 
oscillante pendant le temps dt, on peut écrire (2) sous la forme : 


(3) v p medz = E 


Pintégrale étant étendue a un cycle complet du mouvement. I] 
revient donc au méme de quantifier le mouvement de loscilla- 
teur par la formule (1) ou par la formule équivalente 


(4) J =@Q medx = nh (n entier) 


ou l’intégrale J n’est pas autre chose que l’intégrale d’action 
J pdq étendue a un cycle complet du mouvement. Mais la formule 
de quantification ainsi obtenue : 


(5) J = pdq = nh n entier 


qui met nettement en évidence le caractére de « quantum d’Ac- 
tion » possédé par la constante h, a sur la formule (1) Pavantage 
d’étre indépendante de la propriété particuliére a Poscillateur et 


de pouvoir par suite étre appliquée a tout Systeme mécanique 


périodique dont la configuration est définie par une seule variable 
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q, la grandeur p étant toujours le moment conjugué de cette va- 
riable au sens de Lagrange. 

Le procédé de quantification inauguré par Planck et résumé 
par la formule (5) a été appliqué par M. Bohr, nous le rappel- 
lerons bientét, dans sa théorie quantique de l’atome. Il a été 
ensuite généralisé par M. W. Wilson et Sommerfeld pour le cas 
des mouvements quasi-périodiques définis par plusieurs variables 
dont chacune posséde un cycle régulier de variation. Dans ces 
sortes de mouvement, il existe, du moins dans tous les cas qui 
interviennent dans la pratique, au moins une maniére de choisir 
les variables gi telle que chaque moment pi puisse s’exprimer en 
fonction de la seule variable qi qui lui est conjugué. De telles va- 
riables sont appelées des variables séparées. Pour obtenir |’ex- 
pression des pi en fonctions des qi, on se sert des intégrales pre- 
miéres connues du mouvement considéré (intégrales de l’énergie, 


des aires, etc.). Chacune des intégrales f pid étendue au cycle de 


variation propre a la variable a alors un sens bien défini et, d’aprés 
Wilson et Sommerfeld, on doit opérer la quantification du mou- 
vement en posant : 


(6) Ji =D pidqi = nih (n; entier) 


pour chaque variable gi. Ce mode de quantification donne bien 
évidemment la formule (5) dans le cas particulier d’une seule 
variable g. Ayant ainsi généralisé la méthode de Planck, Sommer- 
feld a pu trouver de remarquables formules représentant la struc- 
ture fine du spectre de l’hydrogéne et d’autres spectres lumineux 
ou Roéntgen par l’emploi simultané de la Dynamique de relativite 
pour les électrons intraatomiques et de la formule (6) pour la 
quantification de leurs mouvements. Nous renvoyons a d’autres 
ouvrages pour l’exposé de ces questions (’). 

Nous venons de rappeler rapidement la méthode de quanti fi- 
cation qui consiste a égaler 4 un multiple de la constante h les 
périodes cycliques de l’intégrale d’Action. Nous devons mainte- 
nant exposer, en vue des applications 4 l’énonceé du principe de 
correspondance, une autre méthode de quantification, la méthode 
des variables angulaires, qui est souvent équivalente a la précé- 





(1) Consulter par exemple : SoMMERFELD, La constitution de Vatome et les 
raies spectrales, traduction Bellenot, Paris, Blanchard, 1923. 
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dente, mais qui dans certains cas de dégénérescence souléve moins 
de difficultés. 

Pour exposer la méthode de quantification par les variables 
angulaires, il faut d’abord rappeler un théoréme bien connu de la 
Mécanique analytique classique. Supposons que, dans un pro- 
bléme mécanique donné, on connaisse un systéme de variables qi 
et pi canoniques, c’est-a-dire satisfaisant aux équations de Ha- 


milton : 


dqi __ oH dpi = oH 
(7) dt ~ api dt bape 


Le théoréme en question nous apprend que, si l’on parvient a 
trouver un changement de variable faisant correspondre d’une facon 
bi-univoque des variables gi, pi A d’autres variables Qi, Pi, de telle 


facon que 8 PidQi — pidgi soit une différentielle exacte, les 


u 

nouvelles variables Q:, P; satisfont aussi aux équations de Ha- 
milton : 

dQ; oF dP; oF6 
2 at pe 
ou % se réduit, si H ne dépend pas explicitement du temps, a la 
fonction qu’on obtient en exprimant H(qgi, pi) en fonction des 
nouvelles variables Q; et P:. Un tel changement de variable qui 
conserve la forme des équations canoniques de Hamilton, se 
nomme un « changement de variables canonique », 

Considérons maintenant un Systeme quasi-périodique quanti- 
fiable et désignons par 4, Yo:-- UN jeu de variables séparées pour 
ce systeme. On peut démontrer (*) qwil est possible d’effectuer ; 
un changement de variables canonique tel que les nouveaux 
moments Pi soient des constantes. Les P, étant des constantes 
et les équations canoniques de Hamilton étant valables avec les 


nouvelles variables sous la forme (8), les * sont nuls et par suite 
t 


la fonction % (Qi, Ps) ne dépend pas des Qi. Nous désignerons 
les variables Q; ainsi choisies par Wi et les moments conjugués 
Pi par Ji. Comme on a 

dW; ost as 
9 oS ae ee 
?) CES Rios F 


(*) On trouvera toutes ces démonstrations en détail dans le livre de M. Born 
Vorlesungen uber Atommechan tk, Berlin, Springer, 1924. 
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et que # ne dépend pas des Wi, on voit que les ° ST; 7, dépendant seu- 


lement des J; sont des constantes et que, par he les Wi sont des 
fonctions linéaires du temps de la forme : 


(10) Wi = vit + 6. 


Bref, il est possible de trouver un changement de variables 
canonique faisant passer des variables primitives m, pi Aa de 
nouvelles variables Wi, Ji telles que: 1° la fonction Hamiltonienne 
# ne dépende que des Ji et non des coordonnées Wi; 2° que les 
moments J; soient des constantes ; 3° que les coordonnées Wi 
soient des fonctions linéaires du temps de la forme (10). 

Les Wi sont appelés des « variables angulaires » parce qu’elles 
croissent linéairement avec le temps comme l’angle dans un 
mouvement de rotation uniforme. Les variables conjuguées Ji 
ont les dimensions physiques d’une action et sont appelées les 
« variables d’action ». On peut démontrer que tous les gi sont des 
fonctions périodiques des Wi. 

I] est aisé de voir que les Wine sont pas jusqu’ici déterminées 
d’une facon unique car, si l’on a trouvé un premier jeu de va- 
riables angulaires Wi, Ji, on en trouve évidemment une infinité 
d’autres de la forme : 


(11) W's = Wi-% = — 


les o« étant des constantes arbitraires car ces nouvelles variables 
satisfont encore aux mémes équations canoniques. En théorie 
des quanta, on léve l’indétermination des variables angulaires 
en choisissant les o de telle sorte que les gi soient des fonctions 
périodiques des Ws de périodes égales a lunite. 

Quelles sont les relations entre les variables d’action Ji et les 
intégrales (6) définies 4 l’aide des variables séparées ? Si les di- 
verses variables séparées gi ont toutes leurs périodes incommen- 
surables entre elles, le nombre des Wi ou des Ji est égal au nombre 
des gi ou des pi et l'on peut montrer que les variables d’action Ji 
sont respectivement égales aux intégrales Ji; de la formule (6). Si 
au contraire les périodes des variables séparées qi ne sont pas 
toutes incommensurables entre elles, alors le nombre des Wi 
ou des Ji est inférieur au nombre des gi ou des i: on dit qwily a 
dégénérescence. Les variables d’action Ji sont alors des combi- 
naisons linéaires des intégrales (6). 
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Revenons maintenant a la quantification. La méthode de quan- 
tification par les variables séparées consiste A écrire les équa- 
tions (6). La méthode de quantification par les variables angu- 
laires consiste a écrire que chacune des variables d’action J; 
conjuguées des variables angulaires Wi est égale & un multiple 
entier de la constante de Planck, c’est-a-dire a poser : 


(12) J¢ = nih (n4 entier) 


Dans le cas ot il n’y a pas dégénérescence, et c’est le cas gé- 
néral, les conditions (12) coincident entiérement avec les condi- 
tions (6) : les deux méthodes sont tout a fait équivalentes. Dans 
le cas ott il y a dégénérescence, les conditions (12) sont moins 
nombreuses que les conditions (6) et l’on passe de (6) a (12) en 
remplagant certaines des conditions (6) par une de leurs combinai- 
sons linéaires. Dans ce cas, par conséquent, la méthode de quanti- 
fication par les variables angulaires n’est pas complétement équi- 
valente 4 la méthode de quantification par les variables séparées : 
elle impose moins de conditions de quanta au systéme. L’étude 
de la question montre que la méthode des variables angulaires 
est alors supérieure 4 la méthode des variables séparées : celle-ci 
impose au systéme des conditions quantiques surabondantes qui 
ne peuvent avoir de sens physique car elles varient suivant le 
choix des variables séparées. De plus, l'emploi des variables angu- 
laires est, nous le verrons,nécessaire pour l’énoncé du principe de 
correspondance. 

Pour terminer, nous allons énoncer quelques résultats impor- 
tants. Désormais nous désignerons par H (au lieu de %) la fone- 
tion Hamiltonienne exprimée a l’aide des variables d’action Jy. 
Nous avons alors, en vertu des €quations (9) et (40) : 

_oH 
= od, 
relation fondamentale pour le principe de correspondance. 

Remarquons ensuite que les variables angulaires W; fixent la 
configuration géométrique du systéme a chaque instant tandis 
que son état de mouvement est défini par les variables d’action 
Ji qui gardent des valeurs constantes (quelconques en Mécanique 
classique, quantifiées dans la théorie des quanta). Une grandeur 
mécanique quelconque du systéme envisagé étant une fonction 
périodique des W: pourra se représenter par un développement de 


(13) , 
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Fourier de la forme : Ms Oo aes d aye eat tea)” Ge 
Bente 

la grandeur de par sa signification physique doit étre réelle, on 

AULA Ce... = (Cy,...¢,)", Pétoile désignant la quantité complexe 

conjuguée. Les Wi étant des fonctions linéaires du temps, on peut 

écrire ce développement de Fourier sous la forme : 


» d,. os vtq(J1 ree J,)e2™ a+ +++ tnvy)t 
bie **Ty 


ou symboliquement 


(13 bis) > d.(J Je2™H(rr)t avec (tv) = >} TVG. 


i 





2. La théorie quantique de l’atome. On sait que la théorie 
atomique de Bohr prend pour base le modéle planétaire de Ruther- 
ford d’aprés lequel l’atome d’un corps simple de nombre ato- 
mique N serait formé d’un noyau de charge électrique Ne autour 
duquel tourneraient N électrons. Ce modéle souléve une grave 
difficulté. En effet, la conceptio: classique des oscillateurs liés 
a atome était une conception cohérente en ce sens qu’en l’absence 
de toute excitation extérieure, les électrons pouvaient se trouver 
immobiles dans leur position d’équilibre et l’état de l’atome est 
alors stable, tandis que dans le modéle de Rutherford-Bohr les 
électrons en mouvement autour du noyau central devraient 
rayonner de l’énergie et tomber trés rapidement sur le noyau. 
Autrement dit, d’aprés la théorie classique, l’atome de Ruther- 
ford-Bohr n’est pas stable. 

Pour écarter cette difficulté, M. Bohr a eu l’idée d’introduire la 
quantification dans le modéle planétaire de l’atome et d’admettre 
que dans l’atome les électrons possédaient des mouvements 
quantifiés non accompagnés de rayonnement, hypothése évidem- 
ment contraire aux lois de l’électromagnétisme classique. 

Pour quantifier les systemes atomiques a la facon de Bohr, on 
peut chercher 4 déterminer pour chaque sorte d’atomes les va- 
riables angulaires et 4 écrire les équations (12). Mais ceci n’est 
effectivement possible que dans quelques cas simples tels que celui 
de l’atome d’hydrogéne ot il n’y_a quwun électron-planéte. Dans 
les autres cas, on doit, pour obtenir une solution approximative, 
faire des hypothéses simplificatrices plus ou moins justifiées. 
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Quoi qu'il en soit, dans les cas ou le probléme peut étre rigoureu- 
sement résolu, la fonction Hamiltonienne du systéme atomique 
s’exprime a l’aide des seules variables Ji et l’on doit écrire pour 
ces variables les conditions (12) : chaque état « stationnaire » quan- 
tifié du systéme atomique est donc défini par un jeu de nombres 
quantiques 7......2i.... et posséde une énergie En... nj... que nous 
désignerons plus briévement par E, en désignant par n l’ensemble 
des nombres quantiques de cet état. I] est alors évident que l’on 
obtiendra la valeur E, en substituant a chaque Ji la valeur nih 
dans l’expression Hamiltonienne H (J,...Js...). Ainsi dans le cas 
de ’atome d’hydrogeéne (2) on trouve qu il suffit d’introduire une 
seule variable angulaire W pour caractériser le mouvement de 
l’électron-planéte : cette variable n’est pas autre chose que l’ano- 
malie moyenne de la trajectoire elliptique Képlerienne de I’élec- 
tron, anomalie moyenne qui, on le sait, croit proportionnellement 
au temps, fait en accord avec la théorie générale des variables 
angulaires. Le moment conjugué de l’anomalie moyenne est égal 
au moment de la quantité de mouvement par rapport au noyau 
(supposé assez lourd pour ne pas subir sensiblement la réaction 
de l’électron et rester immobile) multiplié par la constante 2r. Ce 
moment conjugué J reste donc constant en vertu du théoréme 
des aires et ceci aussi est en accord avec la théorie générale des 
variables angulaires. Un calcul facile, analogue A un calcul clas- 
sique de Mécanique céleste, montre que la fonction Hamilto- 
nienne H (J) s’ écrit ici: 

(14) H(J) = — “me 

eet m étant la charge électrique et la masse de l’électron. Si donc 
on quantifie en posant J égal a n fois h,on trouve pour l’énergie 
de l’état stationnaire caractérisé par le nombre quantique n : 





27?me4 
n*h2 
C’est la formule classique donnant énergie des états Stationnaires 
de l’atome d’hydrogéne dans la théorie primitive de Bohr. 
A cété de la quantification, M. Bohr a introduit dans sa théorie 
de latome un autre principe directeur trés important : c’est sa 


« loi des fréquences ». Bohr admet que latome est Susceptible de 
(*) Born, loc. cit., p. 158. 





(15) n = H(nh) = — 
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subir des « transitions » ou sauts brusques qui le font passer spon- 
tanément d’un état stationnaire A un autre de moindre énergie 
avec émission d’un rayonnement monochromatique et la loi des 
fréquences consiste en ceci que ce rayonnement est émis sous 
forme d’un quantum hy égal Al’énergie perdue par l’atome pendant 
la transition ; cette loi est donc la résultante de la structure quan- 
tifiée de la lumiére et de la conservation de énergie. Si l’on désigne 
par Yq’ la fréquence du rayonnement émis lors du passage de 
état d’énergie E, a l'état d’énergie Ey’ < En,la loides fréquences 
s’exprime par la formule : 

En — En! 

h 

Inversement si une radiation de fréquence vj,’ tombe sur un 
atome dans l'état stationnaire d’énergie E,’,il pourra y avoir tran- 
sition de l’atome depuis cet état jusqu’a l’état d’énergie En avec 
absorption d’un quantum hynn’. La possibilité de ce processus 
d’absorption est d’ailleurs nécessaire, si l’on admet le processus 
d’émission proposé par Bohr, afin que soit satisfait le principe de 
la réversibilité des processus élémentaires (principe de la balance 
détaillée). 

La loi (16) est conforme au principe de combinaison de Ritz 
suivant lequel il existe, pour chaque sorte d’atome des « termes 
spectraux » tels que toutes les fréquences émises par cette sorte 
d’atome soient toujours égales 4 la différence de deux des termes 
spectraux. Les termes spectraux apparaissent ici comme étant les 
quotients par h des énergies des divers états stationnaires dont est 
susceptible l’atome considéré. 

Appliquée a l’atome d’hydrogéne, la loi des fréquences nous 
donne, d’aprés (15), pour les fréquences du spectre atomique de 
Vhydrogene : 


(16) Yan! = 


2r?met* / 1 1 : 
(17) nat = Se (= iA 3) inion) 
En particulier, en faisant dans cette formule n’ = 2, n > 2, 


on obtient une série de raies que l’on peut identifier avec la série 
de Balmer pour laquelle les fréquences des raies sont données 
par la loi empirique de Balmer depuis longtemps connue : 


(18) w=RG—m)  @>2) 


DE BROGLIE 3 
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I] suffit pour faire cette identification de supposer que la cons- 
2x?me* 
h2 
Rydberg,est trés exactement connue par les mesures spectrosco- 
2n2met 
h2 
aussi dans le spectre de ’hydrogéne atomique des séries qui cor- 
respondent a la formule générale (17) quand on y fait n’ égal a 

1,3 ou 4. 

Nous n’insisterons pas davantage sur la théorie de Bohr dont 
on trouvera une étude plus approfondie dans de nombreux ou- 
vrages et nous allons parler du principe de correspondance dont 
Pimportance est fondamentale pour l’étude des interactions entre 
matiére et rayonnement. 


tante R est égale a ; or cette constante, la constante de 





. On connait 





piques et elle est bien trés sensiblement égale a 





3. Le principe de correspondance. — L’idée de base de la méthode 
de correspondance développée par Bohr en 1916 est la suivante : 
Pécart entre les théories classiques et les théories quantiques a 
pour raison essentielle la valeur finie de la constante hk de Planck 
et s’évanouirait si cette valeur tendait vers zéro. Done, en parti- 
culier, dans les phénoménes mettant en jeu un nombre énorme de 
quanta d'action, on doit retrouver asymptotiquement les ré- 
sultats de la théorie classique puisqu’alors tout se passe comme si 
h était infiniment petit. En d’autres termes, les théories classiques 
ont été construites pour représenter des phénoménes a grande 
échelle ou interviennent un nombre considérable de quanta 
d’action et, comme elles ont été vérifiées pour ces phénoménes, 
les théories quantiques, ou l’on tient compte de la discontinuité 
de l’action, doivent les retrouver comme cas limites valables pour 
les grands nombres de quanta. 

Pour éprouver la valeur de cette idée générale, on peut d’abord 
montrer qu’il en est bien ainsi pour les fréquences si l’on admet 
Ja loi (16) de Bohr. On obtient ainsi ce que nous appellerons le 
théoréme de correspondance pour les fréquences. 

Pour démontrer ce théoréme, nous considérerons un certain 
Systeme mécanique et un mouvement classique de ce Systeme 
défini par certaines valeurs constantes (non quantifiées) des 
variables d’action J... Jn. Le moment électrique du systéme 
dans cet état de mouvement est une fonction vectorielle de sa 
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configuration 4 chaque instant et, par suite, admet d’aprés 
(13 bis) un développement de forme : 


(19) @e = D3 pe (Jerre 
t 


ou zt représente l’ensemble des nombres entiers7,... tet J ensemble 


des variables d’action et ot (tv) = Sci. 
t 
Supposons maintenant que ce mouvement quantifié corres- 


pond a de grands nombres de quanta, c’est-a-dire que chaque 
Jz soit égal & neh, ne 6tant un nombre entier trés grand devant 
Punité. D’aprés la théorie classique, il y avrait émission simul- 


tanée de toutes les fréquences de la forme ¥) rw, Pémission de 


u 
Yonde de fréquence (tv) étant proportionnelle a |p_(J)|?. D’aprés 
la théorie des quanta, au contraire, il y a possibilité de transitions 
de l’état considéré vers d’autres états d’énergie moindre et pour 
la transition faisant passer le systéme de l'état défini par les 
Je = neh a Pétat défini par les Je = n’ch, la fréquence émise 
sera d’aprés la loi de Bohr : 


1 
(20) Yan! = h (En Saale En’) 


ou n et n’ symbolisent I’cnsemble des n; et des n'; respectivement. 

Or d’aprés l’idée fondamentale de la correspondance, si les nx 
sont grands et si les variatiosn On = ne — nx de ces nombres 
quantiques pour la transition considérée sont petites devant les 
ne, on doit retrouver sensiblement les prévisions de la théorie clas- 
sique. Les Jz variant peu en valeur relative dans la transition 
ne —> n'z on peut écrire pour la variation correspondante de l’éner- 


gie : 
oH . 
(24) En — Ew’ = 2 J, out 


et par suite d’aprés (16) et (13) puisque 0Jz = h-dne : 


(22) i8—— p2 ee a => VEONk 
k 


Nous pouvons done aa «correspondre» au terme de fréquence 


FT ¢ . . 
ty%4--- + t™ vm del’expression classique (19) de @ la transition quan- 
tique (7,Ng...Mn) > (Ny — 7y.-.Nn — Tn) puisque cette transition quan- 
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tique donne lieu a l’émission de la fréquence 7, + ... + Tn Ym 
comme le montre la formule (22). Ainsi nous trouvons bien, en 
conformité avec l’idée de base de la méthode de correspondance, 
que les fréquences prévues par application de la loi de Bohr 
tendent asymptotiquement pour les grands nombres quantiques 
vers les fréquences prévues par la théorie classique. C’est le théo- 
réeme de correspondance pour les fréquences. 

Le théoréme précédent justifiant la méthode de correspondance, 
on est fondé a le généraliser. C’est ce qu’a fait M. Bohr en énon- 
cant son principe de correspondance pour les intensités et les pola- 
risations. Pour l’énoncer, nous considérerons un trés grand nombre 
N d’atomes identiques, orientés parallélement et se trouvant tous 
dans le méme état quantique défini par des valeurs Ji = nx h des 
variables d’action,les ne étant des entiers trés grands devant l’unité. 
D’aprés la théorie classique, chacun de ces atomes devrait émettre 


; oH 
toutes les fréquences de la forme ¥) tive = Vite sy, avec des tx 
k 
k k 


entiers, l’intensité de la composante paralléle a l’axe des x de la 
radiation de fréquence (zy) étant proportionnelle a |p|. Plus 
précisément, la quantité d’énergie rayonnée par unité de temps 
sous forme d’une radiation de fréquence (rv) dont le vecteur 
électrique vibre parallélement a oz est égale par atome a lexpres- 
sion : 
B4r4(tv)* ) (ay j2 
za | PS | 
Ceci résulte de la formule (51) du chapitre 1. 
Un observateur qui analyserait le rayonnement émis suivant 
la théorie classique par les N atomes y verrait donc toutes les 
fréquences de la forme ¥) tae, les intensités et les polarisations de 


k 
chacune d’elles étant définies par la loi qui vient d’étre énoncée. 


Mais dans la conception quantique les choses se présentent tout 
différemment. Chacun des N atomes ne peut en effet, selon elle, 
emettre qu'une seule des fréquences (tv) en accomplissant la 
transition n —- n — r correspondante. On doit donc dire ici que 
chaque atome a une certaine probabilité P,, »— deffectuer l’émis- 


sion de la fréquence (tv). Das lors, N étant par hypothése trés 
grand, il y aura par seconde NP,, ,_, atomes en moyenne qui émet- 
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tront un quantum h (zy). L’observateur qui observe ce rayonne- 
ment sans pouvoir préciser le réle de chaque atome voit donc 
dans ce rayonnement toutes les fréquences de la forme (tv) avec 
les intensités respectives NP,, , (tv). Maisl’idée de correspondance 
nous conduit alors 4 postuler que, dans le domaine des grands 
nombres quantiques, les faits observés doivent étre en accord 
avec la théorie classique, c’est-a-dire que l’intensité quantique 
réelle NP,,, —-Mzv) doit étre égale & V’expression classique 


N-64x4(cy)4 | 
<r” |p,?. D’ot l'on déduit la valeur dela probabilité P,, 
_ 1 Ghat ev)t a OArMey)? | Pe |? 


On peut encore préciser en disant que la probabilité P™_. par 
unité de temps et par atome de l’émission d’une radiation de 
fréquence (tv) dont le champ électrique vibre parallélement a 
Paxe des x est : 

(2) BhrA(cv)* | p(2) |2 
(24) Pra-t = 338 ce 
avec formules analogues en y et en z. 

Par ce principe,la théorie de correspondance détermine avec pré- 
cision les probabilités de transition, et par conséquent les intensités 
et les polarisations des radiations émises, dans le domaine des 


grands nombres quantiques tels que : 
(25) nz > 4 ny >1 | Sz | = (me —n'z) € ne 

Mais M. Bohr a hardiment été plus loin. Il a étendu par extra- 
polation ce principe de correspondance en dehors du domaine 
défini par les inégalités (25). Il a postulé que, pour toute transi- 
tion quantique n — n’, il est encore possible de poser : 


(2) __ 64ntvi 
(26) et a Bhct 





y étant ici la fréquence de la radiation réellement émise lors 
de la transition et donnée par la loi des fréquences, cette fréquence 
ne coincidant d’ailleurs plus en général avec lens des (tv) du 
développement classique du moment électrique ¢ de létat ini- 
tial en série de Fourier. Dans (26), on suppose que la quantité 
p.est égale (ou du moins reliée) au coefficient du terme en e2ri(ty)t 
dans le développement du @, en série de Fourier, pour lequel les 
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te sont égaux aux dnx de la transition envisagée. Sous cette forme 
aujourd’hui périmée, le principe n’est d’ailleurs pas d’un énoncé 
trés précis. En effet, si l’on considére le mouvement quantifié 
initial, le moment électrique @ correspondant peut se développer 


>> a 

classiquement en série de Fourier et les p, sont bien détermines, 
. . e, 8 a 

mais pour le mouvement final aprés la transition, on a des p, 


différents. Doit-on alors, pour appliquer le principe, prendre les 


eget ve cig : 
p, initiaux ou les p, finaux ou bien encore une sorte de moyenne 


entre les deux ? Pour les grands nombres quantiques, ¢’est-a-dire 
dans le domaine défini par les inégalités (25), cette indétermination 


est sans importance car les 2. (J) étant des fonctions continues 
des variables J et ces variables variant extrémement peu en valeur 
relative pendant une transition en vertu de (25), les p. finaux 
différent tres peu des p. initiaux. Mais il n’en est pas de méme 


pour les nombres quantiques moyens et petits, c’est-a-dire en 
dehors du domaine défini par les inégalités (25) ; le principe de 
Bohr est alors affecté d’une indétermination qui n’a été vraiment 
levée que par les nouvelles Mécaniques. 

Néanmoins, bien quwimparfait, le principe de correspondance 
ainsi énoncé par Bobr dans le cadre de l’ancienne théorie des 
quanta a tout de suite rendu des services en permettant des pré- 
visions exactes pour les intensités et les polarisations des raies 
spectrales et en fournissant une démonstration des régles de sélec- 
tion. S’il se trouve en effet que l’intensité de certaines raies 
prévues par la loi des fréquences soit nulle, ces raies ne se mani- 
festeront pas réellement dans les spectres. On obtient ainsi des 
« régles de sélection » permettant de prévoir quelles sont parmi les 
raies données par la loi de Bohr celles qui figurent effectivement 
dans le spectre de latome considéré. Les régles de sélection ob- 
tenues par le principe de correspondance concordent bien avec 
celles que M. Rubinovicz avait antérieurement énoncées en par- 
tant de considérations sur le moment de quantité de mouvement 
des ondes lumineuses. 

Guidés par lidée de correspondance, les théoriciens de l’école 
de Copenhague, éléves de M. Bohr,sont parvenus a développer des 
théories parfois un peu batardes,mais qui ont été tres utiles parce 
qu’elles ont préparé la voie aux théories actuelles. C’est ainsi 
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que MM. Kramers et Heisenberg sont parvenus A la premiére 
théorie quantique de la dispersion et A la formule qui porte leur 
nom dont nous aurons a reparler. Partant de 1a et toujours guidé 
par la méthode de correspondance, M. Heisenberg a développé 
avec beaucoup d’originalité sa théorie des matrices que nous 
esquisserons au chapitre suivant. 


4. L’effet Zeeman et les régles de sélection. — Pour donner un 
exemple simple d’application des coordonnées angulaires et de 
démonstration des régles de sélection, nous indiquerons ici rapi- 
dement la théorie quantique de l’effet Zeeman en nous bornant 
au cas d’un atome a un seul électron (atome d’hydrogéne ou 
hydrogénoide). 

Considérons un atome a un seul électron placé dans un champ 
magnétique uniforme %. Un théoréme célébre de Sir J. Larmer, 
dont on trouvera la démonstration dans tous les traités classiques 
d’électromagnétisme, nous apprend que, pour les valeurs des champs 
électromagnétiques usuellement réalisables, le mouvement de 
Vélectron peut s’obtenir de la facon suivante : « Imaginons un sys- 
téme de référence qui tourne autour de la direction du champ ma- 
gnétique avec la vitesse angulaire uniforme : 


edb 


(27) w= ain (— e = charge de ]’électron, m sa masse). 





(dite vitesse de rotation de Larmor); alors le mouvement de 
Pélectron par rapport a ce systéme est le méme que si le champ 
magnétique n’existait pas et si le systeme ne tournait pas.» Ilya 
en somme compensation entre l’effet du champ magnétique et 
celui de la rotation du systéme. 

Cela étant, l’électron atomique soumis a la force Coulombienne 
émanant du noyau décrira une ellipse Képlérienne tournant avec 
la vitesse w autour de la direction du champ magnétique. Dans le 
systéme de référence tournant de Larmor, nous pouvons BONS 
toujours définir une anomalie moyenne, que nous appellerons ici 
W,, qui croitra proportionnellement au temps et sera une variable 
angulaire conjuguée du moment de quantité de mouvement I, 
par rapport au centre de l’ellipse dans le systeme bournant, ae 
maintenant pour fixer la position de l’électron a un instant gone, 
il faudra encore connaitre un angle g fixant la position du systeme 
de référence tournant par rapport & un systéme de référence fixe. 
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Cet angle est l’azimut mesurant la rotation du systéme de Lar- 
mor a partir d’une certaine position : il augmente proportionnelle- 
ment au temps avec la vitesse angulaire ». On obtient donc une 
deuxiéme variable angulaire en divisant 9 par 27 car nous savons 
que la configuration du systéme doit étre une fonction périodique 
de chaque variable angulaire avec une période égale a Punité. 
Nous poserons donc : 
(28) Wy = 5 Ht + = vt + Fe avec “=p 

Le moment conjugué J, est le moment de quantité de mouve- 
ment de l’électron autour de la direction du champ magnétique : 
c’est une constante. Si maintenant nous voulons former l’ex- 
pression Hamiltonienne de l’énergie H (J,, J) qui ne doit dé- 


pendre que des variables J, nous devons y trouver d’abord le 


2 
correspondant d’aprés la formule (14) au mouve- 





2 
terme — Te 


ment Képlérien relatif dans le systeme tournant, augmenté d’un 
terme dépendant de J, qui doit s’annuler en méme temps que H. 
On peut obtenir ce second terme en se souvenant que l’on doit 
avoir : 

eH(J,,J 
(29) vy = ee 
d’ou par intégration, puisque v, ne dépend pas de J, : 


2n2me* = ed J 
(30) H(Ji,J2) = vod + f(S1) = — ey aa =e = 





Pour quantifier, on doit poser : J, = nh et J, = mh. On obtient 
alors : 


2n?2me* eh 


(34) En,m at ee N22 eg PER 


D’ou pour la fréquence émise lors de la transition (n,m) —> (n' 
? 
ri 4 Be 
eH 


32 ann an — Shi hi OO Lal eke ' 
com h 9 hs (wn za) + (m— mi 
é 


0 S 
= Vann! OL: 

nn! Vania 

0 g ’ . . , e 

Van' Ctant la fréquence qui serait émise lors de cette transition s’il 


n’y avait pas de champ magnétique. La quantité i est lécart 
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normal de Lorentz. A priori, dm est un nombre entier quelconque, 
positif, négatif ou nul. Le principe de correspondance, en nous 
fournissant une régle de sélection applicable au probléme présent, 
va nous permettre de restreindre les valeurs possibles de dm et de 
retrouver ainsi exactement les doublets et les triplets de la théorie 
classique de Lorentz. 

En effet, d’aprés le théoreme de Larmor, l’atome posséde dans 
le systéme de référence tournant le méme moment électrique @o 
qu'il aurait dans un systéme 
fixe en absence de champ ma- e 
gnétique. Prenons un systéme FY 
d’axes fixes dont l’axe des z coin- 
cide avec la direction du champ 
% et un autre systéme d’axes 
animé de la rotation de Larmor 
avec méme direction de l’axe 
des z. Soit oxyz le premier sys- 
téme, oz’y'z' le second. L’angle 
g = ot + 2nd, précédemment 
introduit est angle entre ox et Fig. 3. 
ox’ : par un choix convenable 
de l’origine des temps, on peut d’ailleurs faire 6, nul, ce que nous 





supposerons. 
Nous aurons alors 4 chaque instant les relations : 


(33) @2=2°2cose—fysing; fy = £.°sing + £,° cos 9; 

i, = £/ 
qui nous donnent les composantes du moment électrique ¢ de 
Y’atome dans le systéme fixe. De (33), on déduit : 


(34) @2 + i®y = (Be9 + if,)e?; Be — 1fy = (B29 — ify%)e* ; 


&, = £9 
3 J . 
En introduisant alors la variable angulaire Wa = = vot, il 
vient : 
(35) @2 + ify = (@,° + iP,0) e272! ; @, — ify = (2° — if,°) 2 Tivat « 
f, == 2° 


Or a la variable angulaire We, correspond, nous le savons, la va- 

riable d’action J, égale au moment de quantité de mouvement de 
; iba 

yélectron autour de oz et le nombre quantique m. D’aprés la cor- 
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respondance entre les transitions quantiques et le développement 
en série de Fourier du moment électrique, on voit que les seules 
transitions associées 4 un moment électrique non nul sont celles 
pour lesquelles on a: 

ém = 1000 


car £,° + i#,? sont évidemment indépendants de la variable W,. 
Aux transitions pour lesquelles dm = + 1, correspond un mo- 
ment électrique, tel que ¢, + if, #0; 2, — if, = 0; & = 0, 
c’est-a-dire un moment électrique contenu dans le plan zoy dont 
les composantes @z et fy sont déphasées de =; a ce moment 


correspond |’émission d’une onde circulaire gauche. Aux transi- 
tions pour lesquelles dm = — 1, correspond un moment électrique 
tei que fz + ify = 0, &, — igy X 0, & = 0, c’est-d-dire un 


moment électrique contenu dans le plan xoy et dont les compo- 


santes fz et £y sont déphasées de —z : il lui correspond l’émis- 


sion d’une onde circulaire droite. Enfin aux transitions pour les- 
quelles dm = 0, correspond un moment électrique tel que®z = @y 
= 0, a: X 0, c’est-a-dire un moment dirigé suivant oz: & ce mo- 
ment est liée l’émission d’une onde polarisée rectilignement dont 
le champ électrique est paralléle a oz. 

Revenons maintenant a la formule (32). Nous voyons qu’en 
présence du champ magnétique uniforme %, nous avons l’émis- 
sion : 1° d’une raie spectrale de fréquence non modifiée par la 
présence du champ dont la vibration électrique est paralléle a oz 
(0m = 0) ; 2° d’une raie a polarisation circulaire gauche dans le 


plan xoy dont la fréquence augmentée par la présence du champ 
0 edb : Shi cee ote , 
est v1 + aa (0m = 1); 3° d’une raie a polarisation circulaire 


droite dans le plan xzoy dont la fréquence diminuée par la pré- 
eH 
sence du champ est yey eer an (0m = — 1). Les autres valeurs 


de dm (| dm|> 2) correspondent a des raies d’intensité nulle 
c’est-a-dire ne se manifestant pas réellement. On retrouve ainsi 
entiérement la théorie classique de l’effet Zeeman normal. L’an- 
cienne théorie des quanta, pas plus que la théorie classique, n’in- 
terprete les effets Zeeman anormaux. Il a fallu Pintroduction du 
« spin » de Pélectron et la théorie de Dirac pour le faire d’une ma- 
niére satisfaisante. 


CHAPITRE III 


LES NOUVELLES MECANIQUES 
ET LE PRINCIPE DE CORRESPONDANCE 


1. La Mécanique quantique d’ Heisenberg. — En 1925, M. W. 
Heisenberg a développé des conceptions entiérement nouvelles 
concernant la maniére de représenter les grandeurs physiques 
caractérisant l’atome. Dans la conception primitive de l’atome de 
Bohr, on se représentait l’électron atomique comme ayant une 
position, une vitesse et une trajectoire bien définies, mais en fin de 
compte, tous ces éléments ne servaient que d’intermédiaires de 
calcul. En particulier, la fréquence de révolution de l’électron 
sur son orbite, qui, d’aprés la theorie classique, devrait détermi- 
ner les fréquences émises ou absorbées, n’est pas observable. Les 
fréquences réellement observées dans les spectres d’émission et 
d’absorption, ainsi que les fréquences critiques des courbes de 
dispersion, sont les fréquences déterminées par la loi de Bohr et, 
en dehors du domaine des grands nombres quantiques, ces fré- 
quences observables n’ont aucune relation simple avec les fré- 
quences de révolution des électrons calculées par la théorie de 
Bohr. L’idée fondamentale de M. Heisenberg a été que la théorie 
de l’atome devait faire abstraction de toutes les grandeurs qui ne 
sont pas observables et caractériser l’atome uniquement par des 
éléments observables tels que les fréquences, les intensités et les 
états de polarisation des raies spectrales qu’il peut émettre. 
D’autre part, il s’est aussi laissé guider par le principe de corres- 
pondance et ces deux idées directrices ont conduit a sa méca- 
nique des matrices. 

Nous avons vu que, dans la théorie classique, la composition 
spectrale du rayonnement émis par un systeme est déterminée 
par le développement en série de Fourier du moment électrique 
@ dece systeme. Supposons par exemple qu’un atome soit cons- 
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titué par des particules électrisées de charges ¢,..., ex... Repérons 
la position de ces particules dans un certain systéme de coor- 
données cartésiennes et désignons par g lune quelconque des 
coordonnées 2, y, z. La k® particule a la coordonnée gz. Soit alors 
£, la composante du moment électrique de l’atome suivant l’axe 
q. On a par définition : 


(41) Lo = Veg. 

k 
Or chaque ge pouvant se développer sous la forme : 
(2) = D3 gq? e2ti(ty)t ( Ki) BA g*)*) 
avec les notations introduites au chapitre précédent, on a: 
(3) , = > See 2 — SO e2rry 

Ken: v 

en posant : 
(4) 20 — Vag. 

k 


D’aprés la théorie classique, l’atome ainsi constitué émet toutes 
les fréquences (tv), l’énergie rayonnée par seconde sous forme de 
radiation de fréquence (zy) avec vibration électrique paralléle a 


Mag? 2 
k 

Dans la théorie quantique par contre, l’atome est susceptible 
d’une série d’états quantifiés caractérisés chacun par un ensemble 


de nombres quantiques 7... Mp. Quand l’atome passe de létat 
caractérisé par les nombres quantiques nal’état caractérisé par les 


: , 6474(<v)4 
Paxe des g étant ane 








nombres quantiques n’, il y a émission dela fréquence vag = En—Ey Q 
: | ha h 
n ensemble d’atomes identiques et de méme orientation 


émet toutes les fréquences vpn’ prévues par la régle de Bohr et 
énergie rayonnée en une unité de temps par cet ensemble sous 
forme de radiation de fréquence Ym avec vibration électrique 
paralléle a axe des g a une certaine valeur observable qu’on peut 
exprimer en disant que cette énergie rayonnée est égale en mo- 


64x 
k) |2 
Meg!) 
k 


4 Aen! 
yenne par atome a 308 
étant fournie par l’expérience. Ainsi on peut caractériser entiére- 





» la valeur des q'), 
nn 
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ment le spectre de l’atome, avec la fréquence, l’intensité et l'état 
de polarisation de ses diverses raies, en donnant l’ensemble des 


k ' 
(4), et des van’ On peut donc, et ce fut le point de départ 


trés original d’ Heisenberg, représenter l’atome considéré par un 


ensemble de quantités complexes de la forme q/*)e*™*’' ou ne 


figurent que des grandeurs reliées directement aux données spec- 
troscopiques. Ces quantités complexes ne sont pas les termes 
d’un développement en série de Fourier ; néanmoins, guidé par 
le principe de correspondance, on peut les comparer aux termes 
du développement classique (2). Cette comparaison a conduit 


M. Heisenberg a admettre que les q*), satisfont a la relation : 
(5) ee a 

Cette relation se déduit, en effet, par correspondance de la rela- 
tion q* = q\)* que satisfont les termes du développement 
classique (2) car, d’aprés le théoréme de correspondance pour les 
fréquences, z correspond &4n —n,— tan’ — net par suite q\), 
correspond a qs) et qi), correspond a q\*). 


Ainsi, & chaque coordonnée gz, Heisenberg fait correspondre 
un ensemble de nombres complexes dont on peut dresser un tableau, 
les nombres n et n’ servant a définir les lignes et les colonnes de ce 
tableau. C’est une matrice au sens des mathématiciens et l’on dit 
que cette matrice est hermitique (ou hermitienne) parce que ses 
éléments satisfont a la relation : 


(6) q\", e27nnit ae (q%)) e2*? mint) * 
car van = — Ya d’aprés la loi des fréquences de Bohr et 


(8, = qi. d’aprés ’hypothése (5). 

Nous pouvons maintenant généraliser et admettre avec Heisen- 
berg que toute grandeur A caractérisant la configuration ou l’état 
de mouvement de l’atome doit étre représentée dans la nouvelle 
théorie par un ensemble de nombres complexes Pat saad ou les 
Vpn sont les fréquences de Bohr pour cet atome et old, = Gn'n* 
Autrement dit, toute grandeur atomique A est représentée par 


un matrice hermitique. 
Grace a une autre analogie avec la théorie classique, Heisenberg 
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est parvenu a une régle importante concernant les matrices de la 
nouvelle Mécanique : la régle de multiplication. Pour y parvenir, 
considérons les développements classiques en série de Fourier 
de deux grandeurs atomiques A et B. 


(7) A = » a, e2t(tv)t : ee ~ b_e2tile'y)t 
v J 


écrits avec les conventions précédemment adoptées. Peut-on 
développer le produit AB de la méme facon ? La réponse est affir- 
mative car on a: 
(8) ATs Deets m4 bse2tHe yt ha Sa, byerm(e +e)! 

v «! 


or! 


et en posant + + 7’ = a, on peut écrire 


(9) AB = ¥\(ab),e2™( 


avec la définition : 


(10) (Gh gabon 


Ceci nous fournit la régle permettant d’obtenir le coéfficient 
d’indice c du développement en série de Fourier de AB quand on 
connait le développement de Fourier de A et de B. Comment 
pouvons-nous transposer ces considérations dans la théorie quan- 
tique ? En théorie quantique, nous devons faire correspondre aux 
deux grandeurs A et B deux tableaux de nombres complexes 
suivant le schéma : 


(11) ATR Annie?™ nn! t . Dis Dante ™ ant, 

Si nous voulons faire correspondre au produit AB une représen- 
tation du méme type, soit 
(12) Wes (ab) nn'e?™*nn't 
nous aurons a faire correspondre dans la formule (10)can—n’ 
c’est-a-dire & la paire d’indices nn’, 7 an — 1, c’est-a-dire a la 
paire d’indices nl, enfins — ran — pn’ — (n — l) = [— 7’ 
c’est-a-dire & la paire d’indices In’. Par correspondance, la for- 


mule (10) se transposera donc sous la forme : 


(13) (ab) nn! HS ae 
l 
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Or c’est précisément 1a la formule ordinaire de multiplication 
des matrices algébriques. De la formule (13) résulte qu’en géné- 
ral la matrice BA ne coincide pas avec la matrice AB : pour les 
matrices, il n’y a pas en général commutativité de la multiplica- 
tion. 


Remarquons qu’on peut aussi écrire : 
(14) (ab) nnie2™nn!t = SY aye? nit. Diner vin't 
l 
car d’aprés la loi des fréquences, on a : 
1 1 4 
(15) Ma ae h (En — En’) = h fE, oro Ei] + h [E;— En'} = Val + Vin'- 


Cette remarque montre la cohérence de la loi des fréquences de 
Bohr avec le calcul des matrices. 

Par des considérations que nous ne développerons pas ici, M. Hei- 
senberg est parvenu a montrer que, si Q et P sont les matrices 
représentant deux grandeurs canoniquement conjuguées, la 
méthode de correspondance conduit a poser : 

(16) PQ— QP => +t. 


cL 
1 représentant la matrice unité dont les termes diagonaux sont 
tous égaux a un, les termes non diagonaux étant tous nuls. La 
relation (16) signifie que l’élément d’indices nn’ de la matrice 
PQ — QP est nul sin ~ n’' et égal a — ts 
PQ — QP est donc une matrice diagonale (c’est-a-dire dont les 
éléments non diagonaux sont nuls) dont les termes diagonaux ont 


sin = n’. La matrice 





tous la méme valeur — a" 

Plus généralement si, dans un probléme quantique, les variables 
canoniques de position sont 4... qn et les moments conjugués 
Py++» Pn, on a entre les matrices correspondantes les relations : 


(17) PiQe —QePi = gles Six 5 P,yPz — PePi = QHQe — O10: = 0 


avecoyz, =1sii=—ketOsitek. 

Ayant ainsi précisé les propriétés des matrices qui doivent ser- 
vir a représenter les grandeurs atomiques, M. Heisenberg, tou- 
jours guidé par la méthode de correspondance, a achevé de Om: 
tituer sa nouvelle Mécanique quantique en imposant aux matrices 
de satisfaire A des équations aux dérivées partielles de forme 
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tout a fait semblable A celle des » équations canoniques » de 
Hamilton dans la Mécanique classique. Toutefois les équations 
canoniques de la Mécanique quantique sont en réalité bien diffé- 
rentes des équations classiques de Hamilton car ce sont des équa- 
tions entre matrices et, pour leur donner un sens précis, il est 
nécessaire de définir la dérivation d’une matrice par rapport a une 
autre matrice. Nous n’entrerons pas dans l’exposé de cette ques- 
tion et nous dirons seulement que, dans un probléme de Mécanique 
quantique, la matrice correspondant a l’énergie se présente comme 
une matrice diagonale dont les termes diagonaux sont les énergies 
des états stationnaires de l’atome considéré. Dans la théorie 
d’ Heisenberg,la détermination des états stationnaires d’un atome 
se raméne donc au calcul de la matrice « énergie ». 

Nous n’insisterons pas davantage ici sur le développement de 
la Mécanique nouvelle sous la forme matricielle d’ Heisenberg ('), 
car nous pourrons retrouver tous les résultats essentiels par la 
Mécanique ondulatoire dont nous allons maintenant nous occuper. 


2. La Mécanique ondulatoire. — Le principe de la Mécanique 
ondulatoire consiste & prendre comme base de l'étude du mouve- 
ment des corpuscules matériels une certaine équation d’ondes. 
La forme générale de cette équation d’ondes pour un corpuscule, 
quand on néglige les corrections de relativité, s’obtient de la 
maniére suivante. Soit H (qé,px,t) la fonction Hamiltonienne qui, 
en Mécanique classique, exprimerait dans le probléme considéré 
Pénergie en fonction des coordonnées gk, des moments conjugués 
px et du temps ¢. Dans cette fonction, remplacons chaque pz par 


ots er h 
le symbole d’opération — meee h étant la constante de Planck. 


Nous obtenons ainsi un opérateur Hamiltonien H(q%, — a , t) et 
k 
Péquation d’ondes s’écrit : 
h ov h a 
(18) Omi ot = He — ae age 


Dans certains cas, il pourrait y avoir ambiguité dans la forma- 
tion de Popération H car, si lon avait par exemple dans la fonc- 
tion Hamiltonienne classique un terme en qe pr, il ne reviendrait 





(') On en trouvera un exposé trés complet dans le livre de MM. Born et 
JorDAN, Elementare Quantenmechanik, Springer, Berlin, 1930. 
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“ er h 2 
pas au méme d’écrire ge X — = — ou — Hats 
QT Gk 2rl 9Gk 


Ra\.8 h\ oa : 
age X (—)2 + B(— 35) = avec a + 6 = 1, bien que ces 


/ 


X ge Ou encore 


diverses formes d’opérateurs puissent aussi légitimement les uns 
que les autres correspondre d’aprés la régle de formation de H au 
terme qe px. Mais, quand on emploie toujours des coordonnées 
cartésiennes, de semblables difficultés ne se présentent pas et 
nous n’aurons pas dans la suite A nous en préoccuper. 

Pour un seul corpuscule de masse m se déplacant dans un champ 
qui dérive d’une fonction potentielle U (x, y, z, t), la fonction 
Hamiltonienne est 


1 
(19) H(z, Y; 2, Pr, Py; Pz t) a am (p2?+ Py? zi Pe’) +U(z, Y, 2, t) 


et l’équation d’ondes est alors : 


h ov ol ok es aR on 
0 at (St S+5) t+ Uenany 
ou 
8r2m 4rim av 
(21) AW — 3 eh. a. 


Dans le cas des systémes quantifiables comme I’atome d’hydro- 
gene, le potentiel U est indépendant du temps et on peut chercher 


des solutions strictement périodiques dans le temps, contenant 
2Qri 


par conséquent en facteur une exponentielle de la forme e h 
En posant alors : 


(22) W(x, y, 2 t) = ala, y, 2) ee; v 


l 


>| 


on trouve en substituant dans (21) : 


(23) Aa + 





st (E — U)a = 0. 

La fonction a (a, y, 2), qu’on peut appeler amplitude de l’onde 
stationnaire (22) doit satisfaire a léquation (23). De plus, il est 
naturel de supposer que la fonction ¥ doit étre finie, continue, 
uniforme et nulle a l’infini comme le sont les fonctions d’onde de 
optique classique. Nous verrons d’ailleurs plus loin que cette 
exigence est justifiée par le role que jouent les fonctions ¥ en 
Mécanique ondulatoire. Mais Péquation (23) n’admet ae ponerse! 
une solution possédant les propriétes qui viennent d’étre énon- 


4 
DE BROGLIE 
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cées (on les appelle fonctions propres de l’équation) que pour cer- 
taines valeurs de la constante E (dites valeurs propres de l’équa- 
tion). Il existe donc une série de valeurs E,, E,... En... de E pour 
lesquelles on a une solution monochromatique, finie, uniforme 
et continue. Conformément au postulat fondamental de la 
théorie des quanta, la fréquence v de l’onde & doit étre 
reliée 4 l’énergie E par la relation E = hy. Le systéme est donc 
susceptible de prendre seulement un certain nombre d’états 
énergétiques, les états stationnaires de Bohr, et les énergies de 
ces états sont les valeurs propres En» de l’équation (23). M. Schré- 
dinger a calculé les En pour le cas de l’atome d’hydrogéne (poten- 


tiel de Coulomb en = Jet retrouvé les niveaux d’énergie dela théo- 


rie de Bohr et,par suite,’interprétation de la formule de Balmer,etc. 
Plus généralement, si un systeme mécanique a pour fonction 
Hamiltonienne classique la fonction H (qe, pe) indépendante du 
temps, g« représentant les coordonnées cartésiennes des corpus- 
cules qui constituent le systéme, les états stationnaires du sys- 
teme ont pour énergies les valeurs propres E, de l’équation : 


h 2 
(24) H (a, — ae = a= Ea 
Les fonctions propres an (qx), ou si l’on veut les ondes station- 
Qi 


a «Ee : 
naires Vn (qi) = dn (qe)e , forment un systéme complet de 
fonctions orthogonales. 

D’abord ce sont bien des fonctions orthogonales, c’est-A-dire 
telles que 


(25) [ wevag,: : -dgn* --=0 pour — ] 


Ceci résulte du fait que l’opérateur Hamiltonien H est un opé- 
rateur « hermitique » ou « self adjoint », c’est-a-dire tel que si f(x) 


et g(qe) sont deux fonctions des gx finies, uniformes, continues et 
nulles 4 Vinfini, on a: 


(26) [ rttedg--= f eur grag,... 


v 


On le vérifie aisément et de plus, H étant réel,ona H* = H 
Les équations 


(27) H(¥;) = EY; H(¥;*) — Ky*w,* 
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donnent aisément 


(28) (E,—E*) [ Wrwdg-: += | [wit H(v;) — WH Wy") ]dq,---=0 


en vertu de (26). Dans cette équation exacte pour toutes les 
valeurs de z et de j, faisons d’abord i = 7. Nous trouvons E*;=Ex 
et nous voyons alors que les valeurs propres Ei sont toutes réelles 
comme l’exige leur signification physique. Si nous faisons mainte- 
nant dans (28) 1 /, on aura 


(29) 4 WW jdq,-+- = 0 


si toutefois Ei; ~ E,. Donec les fonctions propres correspondant a 
deux valeurs propres différentes sont orthogonales. Néanmoins, 
il peut arriver qu’a une méme valeur propre Ei (valeur propre 
dégénérée) correspondent plusieurs fonctions propres linéaire- 
ment indépendantes V%,,... Vi,p telles que : 

(30) H(¥,)) = Ei, (7 = 1, ---p) 

Mais on voit alors immédiatement que toute combinaison 
linéaire des Wi,; est encore une fonction propre correspondant 
4 la valeur Ei en raison du caractére linéaire de l’opérateur 
Hamiltonien. Le systéme des fonctions propres linéairement 
indépendantes est donc alors déterminé seulement a une substitu- 
tion linéaire prés. Mais il est aisé de se rendre compte que l’on 
peut profiter de cette indétermination pour choisir les fonctions 
linéairement indépendantes correspondant a E; de fagon qu’elles 
soient orthogonales entre elles. Bref, en choisissant convenable- 
ment les fonctions propres correspondant aux valeurs propres 
dégénérées, on peut rendre toujours ensemble des fonctions 
propres orthogonales. 

On peut aussi normer a l’unité les fonctions propres car celles-ci, 
méme pour les valeurs propres non dégénérées, ne sont détermi- 
nées qu’é une constante multiplicative complexe prés, en raison 
du caractére linéaire de l’équation d’ondes ; autrement dit, on 
peut toujours choisir le module de cette constante multiplicative 
arbitraire de facon a avoir : 


ly) fi \vetans-= 1 


Il reste toujours un facteur indéterminé de la forme e’ (fac- 
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teur de phase). C’est d’ailleurs la raison pour laquelle on peut 
dans les fonctions propres mettre ou omettre le facteur ek i 

Le systéme orthogonal des fonctions propres normées de |’ équa- 
tion (24) est un systéme complet, c’est-a-dire que si f(qe) désigne 
une fonction des coordonnées gx, que nous supposerons ici finie, 
uniforme et continue, on peut toujours développer cette fonc- 
tion suivant le systéme des ai (ou des Yi) par les formules : 


(32) flqx) = dy diailge) ou fqn) = Dealt) Vlg, 2) 
i i 


Les coefficients di et c (t) sont aisés 4 calculer car leur valeur 
résulte des propriétés d’ortho-normalité des fonctions propres. 
On trouve en effet facilement : 


274 
(33) d= AE ai* (qe) f(gx)dqy: «+ 3 ci(t) = a W* (gx, t)f(qu)dq,- +» = de hE 


Si la fonction f (qx) est elle-méme normée, on a nécessairement 


(34) Dler®=yiaeza1 


comme on le voit aisément. 


3. Opérateurs et matrices en Mécanique ondulatoire. — La 
Mécanique nouvelle a généralisé le processus qui permet de passer 
de la fonction Hamiltonienne classique a l’opérateur Hamilto- 
nien. Elle a admis qu’A chaque grandeur mécanique correspond 
un opérateur A linéaire et hermitique, c’est-a-dire un opérateur 
tel que lon ait 


@5) AY +Y=ANTAs [TAM = { gA*(f*)dgy: 


Les fonctions propres et valeurs propres de l’opérateur corres- 
pondant 4 une grandeur mécanique sont alors définies par l’équa- 
tion : 

(36) A(?) = ag 


C’est-a-dire que les valeurs propres sont les valeurs a pour 
lesquelles l’équation (36) posséde au moins une solution satisfai- 
sant aux conditions imposées aux fonctions propres. On peut 
démontrer comme pour l’opérateur H que les valeurs propres ai 
sont toutes réelles et que les fonctions gi forment un systéme de 
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fonctions orthogonales. Ce systéme est d’ailleurs complet et toute 
fonction continue, par exemple une fonction d’onde ¥ (qe, t) est 
développable suivant les fonctions gi. 

La nouvelle Mécanique a pris comme base les deux principes 
suivants : 1° La mesure précise d’une grandeur physique mesu- 
rable ne peut fournir comme résultats que lune des valeurs 
propres de l’opérateur A correspondant (Principe de quantifica- 
tion) ; 2° Si l’on sait que la fonction d’onde ¥ (qe, t) du systéme 


envisagé est de la forme W(q:, t) -2 ci (t) Gi (qe) 01 les o sont les 


fonctions propres normées de Toparabedr A, la probabilité pour 
qu’une mesure précise de la grandeur A fournisse a l’instant ¢ 
la valeur a est égale a ci (t) ci* (t) = | ci (t) |?. (Principe de décom- 
position spectrale). Notons d’ailleurs que, quand plusieurs fonc- 
tions propres correspondent 4 la méme valeur propre a, la pro- 
babilité de cette valeur ai est ») | ca(t) |?, cy étant le coefficient 


l 
de la J¢ fonction propre correspondant a a dans le développement 


du ¥ suivant les gi. 

De ces deux principes généraux, on tire en particulier la consé- 
quence suivante : un systéme dont l’hamiltonien est H ne peut 
posséder que des énergies égales aux valeurs propres de l’opérateur 
H et si A un moment donné le systéme considéré a pour fonction 


d’onde Y (q:, t) = > c(t) ¥i(qe), la probabilité pour qu’une me- 


u 
sure précise fournisse pour l’énergie du systéme la valeur Ex est 
égale a | c |?. (Born). 

Une autre conséquence des principes généraux admis par la 
Mécanique ondulatoire est que la probabilité pour qu’une mesure 
permette de localiser un corpuscule dans un élément de volume 
da dy dz est égale a| V (2, y, 2, t) |? dx dy dz. Nous n’insisterons 
pas ici sur toutes ces questions générales qu’on trouvera traitées 
dans maints autres ouvrages (*). 

Nous allons maintenant montrer comment la Mécanique ondu- 
latoire peut construire des matrices dont les matrices d’ Heisen- 
berg sont un cas particulier. Considérons Vopérateur linéaire et 





(:) Voir par exemple le livre de Vauteur : La quantification en Mécanique 
ondulatoire, Hermann, Paris, 1932, ot les questions effleurées ici sont traitées 


plus a fond. 
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hermitique A correspondant a une certaine grandeur physique et 
formons A(qi), g étant la /¢ fonction propre d’un systeme com- 
plet quelconque de fonctions normées et orthogonales 9)... qu... 
La fonction A (g) peut se développer suivant le systéme des 
ge et lon peut écrire : 


(37) A(p) = >) Auge 
k 
avec : 
(38) Au = | ee*A(91)dqy° °° 


Les quantités Au définissent une matrice, la matrice A, qui est 
engendrée par l’opérateur A dans le systeéme complet des fonc- 
tions de base gi. 

On peut démontrer que les matrices ainsi définies possedent 
les propriétés des matrices algébriques ; en particulier la matrice C 
somme de la matrice A et de la matrice B et correspondant a 
Popérateur CC = A+ Ba pour éléments cx = ax + dx tandis 
que pour la matrice C produit de la matrice A par la matrice B et 
correspondant a l’opérateur C = AB, on a: 


(39) i BY airdix 
l 


De la formule (39) résulte que l’on n’a pas en général pour les 
matrices la relation de commutativité BA = AB. Si d’aventure 
cela se produit, on dit que les matrices A et B commutent. Si les 
matrices A et B commutent, il en est de méme pour les opérateurs 
A et B et inversement. 

Nous avons supposé implicitement plus haut que l’on savait 
faire correspondre a toute grandeur physique mesurable un opéra- 
teur linéaire et hermitique. En fait,pour les grandeurs mécaniques, 
la correspondance s’établit comme il suit : A une coordonnée q dun 
corpuscule, on fait correspondre l’opération « multiplication 
par q » ou q. ; a un moment conjugué p, on fait correspondre 
Popérateur — ee - q etant la coordonnée conjuguée de p. 
Toutes les grandeurs mécaniques s’expriment en théorie classique 
a aide des coordonnées et des moments : on obtiendra Popéra- 
teur correspondant 4 une grandeur mécanique quelconque en for- 
mant son expression classique, puis en remplacant dans cette 
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a vt En coor- 
données cartésiennes, ce procédé ne conduit A aucune indétermi- 
nation. En particulier, cette maniére de former les opérateurs de 
la Mécanique ondulatoire est précisément celle que nous avons 
déja indiquée pour former l’opérateur Hamiltonien H a partir de la 
fonction Hamiltonienne classique. 

Entre les opérateurs fondamentaux de la Mécanique ondula- 


toire, existe la relation trés importante : 


* ha hk oa h 
(40) m1 — op =(—g5=)a—9(—p2)=— 


F) F) Toes 
carona = qf (q)—q 5d f(q) = f (q). De (40), on déduit : 


expression chaque q par g. et chaque p par — 


(41) (Pq — 9P)ix = sf i*(pq — gp)¢dgqs: ++ = — es Sik 
car les g sont orthogonales et normées par hypothése. On peut 
done écrire la relation entre matrices : 
h 

(42) PQ—QP =—5—-4 

En comparant (39) et (42) avec (13) et (16), on voit alors que les 
matrices définies par la formule (38) possédent les propriétés 
générales des matrices d’Heisenberg. Mais nous avons vu que 
M. Heisenberg a achevé de définir les matrices de sa Mécanique 
quantique en leur imposant de satisfaire A certaines équations 
canoniques ayant la méme forme que les équations classiques 
d’Hamilton. Or M. Schrédinger est parvenu 4 démontrer que les 
matrices définies par la formule (38) satisfont les équations cano- 
niques d’ Heisenberg si l’on choisit comme systeme de fonctions 
de base g précisément le systéme des fonctions propres i de 
Yopérateur Hamiltonien relatif au probléme envisagé (?). En 
d’autres termes, on obtient la matrice d’ Heisenberg correspondant 
ala grandeur A en formant par Ja formule (38) la matrice engendrée 
par l’opérateur A dans le systéme des fonctions propres fs de 
Vopérateur Hamiltonien. Ce résultat permet évidemment de tra- 
duire tous les calculs de la Mécanique quantique dans le langage 
de la Mécanique ondulatoire. En particulier, on a évidemment : 


(43) He = | Ww FH(V,)de = Be f verve = Epon 


(1) Voir ScurépinceR, Abhanlungen zur Wellenmechanik, J. A. Barth, 
Leipzig, 2° édition, 1928, p. 734 et ss. 
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puisque les fonctions Wi sont orthogonales et normées. La for- 
mule (43) montre que la matrice d’ Heisenberg correspondant a 
Pénergie est une matrice diagonale dont les termes diagonaux, 
valeurs propres de l’opérateur H, sont les énergies des divers 
états quantifiés possibles du systéme envisagé, résultat qui est 
bien en accord avec la fagon dont la Mécanique quantique calcule 
ces énergies. 

Dans un systéme quantifié, la fonction d’onde d’un état sta- 
tionnaire (fonction propre de l’Hamiltonien) est de la forme 


Qni 
Wi(ge, t) = ai(gide * 
Nous avons donc : : 
Saye 
(44) An = if a;*A(ax)dg,---e * aay 


comme expression de l’élément ik de la matrice d’Heisenberg 
correspondant a la grandeur physique A. Les éléments de matrice 
sont done aifectés d’un facteur périodique par rapport au temps. 
On peut, si l’on veut, faire abstraction de ces facteurs périodiques 
et définir les éléments de la matrice A par la formule : 


(45) Ag = af ai*A (ax)dq,--- 


Les deux définitions (44) et (45) sont d’ailleurs équivalentes 
quand on a seulement A considérer le carré des modules des Axx, 
cas fréquent. 

Pour terminer ces considérations sur les matrices, nous allons 
indiquer des formules relatives a la dérivation d’une matrice par 
rapport au temps en nous bornant d’ailleurs au cas ou lopérateur 
A ne dépend pas explicitement du temps. Dérivons par rapport 
au temps l’expression 


(46) da =f VAACdg--- 
en nous souvenant que les ¥' sont solutions de l’équation (18) et 
que l’opérateur H est réel et hermitique. I] vient : 
dAw ow ;* - OW; 
a -{[< A(z) + WyFA (St) Jen: 5 
= 2 a [Ws*(AH — HA)W;]dg,--- 


Qri 


are” 


(47) 


(AH — HA)g 
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D’ou la relation entre matrices : 


(48) Jyh “= (AH — HA) 


En particulier, prenons pour A lPopérateur g correspondant a 
une coordonnées g d’un des corpuscules du systéme. On a 


dgix 2ri 
(49) ad hk (gH — Hq)iz 
En coordonnée cartésiennes, H contient le terme ee 
oq 


9 . 
et c’est son seul terme qui ne commute pas avec q. D’ou: 


ne a? 2 h? 2 1 an \ 3 
tore Fag sat) Gm tog ~ ms (38) 


et par suite d’aprés (49) puisque gi ne dépend du temps que par 


= (Ee — Et 
le facteur e * * * sie 
. ; 1 h\ 02 4 
(541) GE = — Qrlvingix = m4 [(- m=) == on Dit 
avec comme toujours yz = i = ee 


4. Le principe de correspondance en Mécanique ondulatoire. — 
Maintenant il nous faut voir comment le principe de correspon- 
dance est venu se loger dans le cadre de la nouvelle Mécanique. 

Rappelons d’abord que,d’aprés Heisenberg,si l’on a un trés grand 
nombre N d’atomes dans l’état quantique défini par le nombre n, 
l’énergie rayonnée en moyenne par unité de temps et par atome 
sous la forme d’une radiation de fréquence vp’ avec champ) élec- 
trique vibrant parallélement a l’axe des g est donnée par l’expres- 

Wy te 
cans ‘i x qQ? nn! 
charges électriques formant le systéme. La grandeur qn’, est 
élément de matrice correspondant ala coordonnée gq du k’ cor- 


puscule électrisé de l’atome. Si le systeme ne comprend qu’un seul 
; : oy. _ OSTA 
électron de charge e, l’expression précédente se réduit a 323 
e | nn! is 
Pour calculer les nn, & l'aide des fonctions ¥' de la Mécanique 
ondulatoire, on peut partir du théoréme suivant : « Si A est l’opé- 
rateur linéaire et hermitique correspondant 4 une grandeur phy- 


2 
la sommation portant sur toutes les 





sion 
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sique observable, la valeur moyenne de cette grandeur pour un 
systéme dont l’état est représenté par la fonction d’onde ¥f est 
donnée par la formule : 


(52) A= ih WA(W)dqy... 


en entendant par « valeur moyenne de la grandeur A » la moyenne 
de toutes les valeurs qu’une mesure précise de A peut fournir, 
compte tenu de leurs probabilités relatives, autrement dit l’espé- 
rance mathématique pour la grandeur A. » Ce théoréme est une 
conséquence immédiate des principes généraux de la nouvelle 
Mécanique. En effet, si gi et a désignent les fonctions propres et 
les valeurs propres de l’opérateur A et si la fonction d’onde V a 


un développement de la forme © cig Suivant ces fonctions 


U 
propres, la nouvelle Mécanique nous dit que la probabilité de la 
valeur ai est | ci |?. L’espérance mathématique pour A est donc 


da | c: |?. Or on montre facilement que cette expression est 


L 
égale 4 expression (52) : il suffit pour cela de remplacer dans (52) 
la fonction Y par son développement suivant les g et de tenir 
compte du caractére ortho-normal de ces fonctions gi. 

Cela étant, soit un systeéme quantifié, par exemple un atome, 
formé de f particules électrisées de charges e@,..., e et soit ae la 
coordonnée z de la ke particule. On a 


(53) a = | V*2,Vdq;...= ip Ledaypdypd zy if W* Way... d2p_1dXz41...d2j 
Le coefficient de a est la probabilité pour que la k* particule 
se trouve dans l’élément de volume daz dyx dze, ce qui rend la 
formule intuitive. 
La valeur moyenne dela composante x du moment électrique rs 
de l’atome est donc 





(54) 2, = > Cee = > ee | W*Wdg,... 
k k 


S’il n’y a qu’une seule particule, on a: 


(55) P, = e [ cv * dae dy dz. 
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WW* dx dy dz étant la probabilité de présence de la particule 
dans l’élément de volume dz dy dz, le produit e VW* peut étre 
regardé comme la densité moyenne de l’électricité dans cet élé- 
ment de volume et la formule (55) est toute naturelle. 


On voit done que l’opérateur correspondant a 2 est») Ckik. 


L’élément d’indices i i 
e indices ij de la matrice correspondante est donc : 


(56) (f2)ij = OOS aa = Delay 
k k 


Dans le cas d’une seule particule (@z)ij se réduit a e xj. La 
connaissance des fonctions Y nous permet donc en principe de 
calculer les (£z)ij et par suite les intensités d’émission par la régle 
d’Heisenberg rappelée au début du paragraphe. 

On peut d’ailleurs chercher A justifier la régle d’ Heisenberg a 
l'aide d’une image pseudo-classique développée par M. Schrédin- 


ger. Supposons l’atome dans|’état défini parla fonction Y= by cat. 


U 
Alors la valeur moyenne de la composante x du moment élec- 
trique de l’atome dans |’état considéré, est : 


(57) 22 =-{"(2 cal = 3 ag J ve( Dam) At } 
k ij : 


cs 
= > tcf) 
q 
avec : 


(58) (2:)aj; = sp at( 2. ss eld» X 
k 


Le moment électrique moyen de l’atome contient done dans 
son expression des termes qui présentent toutes les fréquences 


Qt 
| i — E,)t 
e 


Medes = Ey prévues par la loi de Bohr. On peut donc étre tenté de 


dire que l’atome dans |’état défini par la fonction d’onde V rayonne 
comme le ferait d’aprés la théorie classique un atome possédant 
un moment électrique égal au moment électrique moyen défini 
par la Mécanique ondulatoire. La loi des fréquences de Bohr se 
trouverait alors pour ainsi dire démontreée. Malheureusement cette 
interprétation séduisante ne peut étre adoptée A la lettre car elle 
est trop voisine des conceptions classiques et néglige les discon- 
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tinuités quantiques. Si, en effet, on prenait cette image a la lettre, 
on serait amené a regarder l’atome dans |’état VY comme émettant 
simultanément et continiment toutes les fréquences de Bohr alors 
qu il est certain que l’émission de ces fréquences est due a des 
processus discontinus et distincts de transitions quantiques. 
Finalement la seule maniére correcte d’énoncer la régle pour la 
prévision des intensités rayonnées est celle due a M. Heisenberg : 
si l’on a N atomes dans |’état quantique Ei, l’intensité de la radia- 


tion de fréquence vj = —> + émise en moyenne par seconde 


par les N atomes avec un champ électrique vibrant parallélement 
a Paxe des g est : 


64r4y,;4 


N- 38 | (@a)ez |? 





On peut d’ailleurs vérifier que cette régle d’émission appliquée 
au domaine des grands nombres quantiques donne les mémes 
résultats que la théorie classique, ce qui est bien en accord avec 
Pesprit de la méthode de correspondance. 

Le calcul des éléments de matrice correspondant aux diffé- 
rentes transitions conduit souvent a trouver des valeurs nulles 
pour ces éléments. Si certaines composantes de 2, sont nulles, 
on en conclut par la réegle d’ Heisenberg que la radiation est pola- 
risée de telle ou telle facon. Si toutes les composantes de 2, 
sont nulles, Pintensité émise est nulle : la raie correspondante, 
bien que prévue par la loi de Bohr, ne figure pas en fait dans le 
spectre de l’atome. On peut ainsi retrouver des « régles de sélec- 
tion » qui sont tout a fait identiques a celles qu’on obtenait dans 
lancienne théorie des quanta par le principe de correspondance 
comme nous l’avons montré au dernier chapitre. Nous n’insiste- 
rons pas sur la démonstration de ces régles par la Mécanique ondu- 
latoire. 


CHAPITRE IV 


TRADUCTION MATHEMATIQUE DES INTERACTIONS 
ENTRE MATIERE ET RADIATION 


1. Termes dinteraction dans l’équation des ondes. — D’une 
fagon générale, pour faire une théorie des interactions entre ma- 
tiére et rayonnement, il faut introduire dans les équations du 
mouvement des particules matérielles, des électrons par exemple, 
des termes qui traduisent cette interaction. Voyons d’abord 
comment procédait, pour ce faire, la théorie classique. 

Envisageons done d’abord en théorie classique le cas d’une 
charge ponctuelle « de masse m se déplagant dans un champ élec- 
trostatique défini par le potentiel scalaire V(xyz). La fonction 
Hamiltonienne du probleme sera : 


1 
(4) H (2,y,2, Pz, Py, P2) ar am (p2? + Py" + P:*) + eV(2,Y,2) 


et les équations canoniques seront : 


Cl emns acay ts gf dt pm 
Gy = a. -) 


Les deuxiémes équations expriment la relation bien connue 
entre l’énergie et la quantité de mouvement dans la Mécanique 
classique. Les premiéres sont les équations classiques du mouve- 
ment puisque le champ électrostatique est par définition égal a 

aU 
esa 

Passons maintenant au cas général d’une particule électrisée 
se déplacant dans un champ électromagnétique quelconque défini 
par le potentiel scalaire V(x, y, 2, t) et le potentiel vecteur 
A(a, y, Z, t). Dans ce cas, on doit considérer chaque moment pi de la 


ee ee - 
particule comme étant la somme d’une partie cinétique mi (quon 
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retrouve égale a mg) et d’une partie électromagnétique ~ Av. 
Autrement dit, on a: 
(3) B= m+ As 

La fonction Hamiltonienne sera : 
(6) H@y.2,PPrPot) = 5 UP — Ay? + (p2— 5 Ag? 

+ (Ps— = Ag)*] + eV 

et l’on aura d’abord comme nous l’avions annoncé : 
(5) dt = 3p = ms Ad == 

Puis, on trouvera comme équations du mouvement : 


dy = aH © Gere! € e oAy 
(6) a =~ agg = — age + ip 2s PH GANS 


Comme lon a: 


dpi dm «dA; 
(7) Ti iag 7RAre eT t 
il vient finalement : 
dr; oV oA; A k 
Odi =, gg hear a 2 aorta el 
di t Odk dt 
k k 
En vertu de la liaison entre champs et potentiels (formules(29) 
et (31) du chapitre I), les deux premiers termes du second membre 
de (8) donnent ci: tandis que les termes entre crochets se trouvent 
E f , _ > 
egaux ala composante i du produit vectorie] [¢- H]- D’oa: 
dr; e[>—> 
(9) a = t+-[o Hi), 
Cest bien l’équation attendue pour le mouvement de la par 
ticule sous l’action de la force de Lorentz. 
Ceci rappelé, comment allons-nous procéder en Mécanique 
ondulatoire ? On y a admis comme une premiére approximation 
(certainement trop simpliste d’ailleurs) qu’il suffisait pour repré- 


senter le champ électromagnétique de conserver les grandeurs A 
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et V classiques en ne faisant subir la transposition quantique 
qu’aux grandeurs mécaniques attachées aux corpuscules. 
Prenons encore ici en premier lieu le cas du champ électrosta- 
tique. La fonction Hamiltonienne classique pour une particule 
électrisée ayant alors la forme (1), l Hamiltonien quantique sera 


h : , 
—>55~A+<V et léquation d’ondes s’écrira : 





8x2m 
h av h2 
ou 
: 82m 4rim av 
(10 bis) Av — he eVYV = ite Be 


On retombe sur l’équation connue ow l’énergie potentielle U 
a pour valeur « V. Passons au cas général de la particule électrisée 
dans un champ électromagnétique quelconque. La fonction 
Hamiltonienne classique ayant alors la forme (4), lopérateur 
Hamiltonien quantique doit étre : 


1 h 2 € 2 


h2 he PY Fy : 

= — ean 4 a Ditainad ip + = An) +eV-+ termesenA 

Dans la plupart des cas, on peut négliger les termes en A’. 
3 oAx 
— —. t 
Aa ++ 7 On voi 
ae . 

ainsi apparaitre des termes en div A. Mais ces termes sont habi- 


tuellement, eux aussi, négligeables et, d’ailleurs, une théorie 


D’autre part, le terme = Ax est égal a Ax 


. : Ve 
relativiste plus exacte fait apparaitre des termes en — qul les 


compensent exactement en vertu de la relation de Lorentz entre 
les potentiels. Bref, on peut écrire avec une approximation suffi- 
sante dans la plupart des cas : 


h? eh Py 
(12) ae 8x2m aah, 2nimc py Ax aqu sey. 


On en tire l’équation d’ondes : 





h aw he ch Tiere 
ere H(¥) = — 872m AW + oxime » Ax agk as, 
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ou encore : 
; 8x2m Arie ov = Axim oW 
(10 bls) oe Aca aed le Te * age Heo 
Telle est l’équation qui va nous servir a traduire les interactions 
entre le rayonnement et une particule électrisée et A en calculer 
les effets. 


Dans l’équation (13) nous avons introduit les potentiels V et A 
qui représentent l’onde lumineuse de la théorie classique. Une 
telle maniére de représenter l’onde lumineuse est sujette a objec- 
tions. En effet, nous avons aujourd’hui toute raison de croire que 
la structure de la lumiére est tout aussi discontinue et quantique 
que celle de la matiére. La représentation de l’onde lumineuse par 


les fonctions continues A et V est donc sujette a caution. L’inte- 
raction entre un photon et un élément matériel ne doit pas étre 
fonciérement différente de linteraction entre deux éléments 
matériels. Elle devrait done se représenter en mécanique ondula- 
toire par une équation d’ondes valable pour le systéme photon + 
particule électrisée et portant surla fonction d’ondes dece systéme. 
On obtiendrait ainsi, dans cette représentation analytique du 
«choc » d’un photon et d’un élément matériel, des échanges 
d’énergie se faisant par quanta parce que les deux parties du 
systeme, photon et particule matérielle, seraient l’une et l’autre 
des particules soumises aux lois des quanta. Au lieu de cela, la 
théorie que nous exposons n’introduit aucune structure et aucune 
quantification du cété de la lumiére, mais seulement du cété 
de la matiére. Elle parvient néanmoins, nous le verrons, A pré- 
voir des échanges d’énergie par quanta, mais c’est parce qu’elle 
quantifie la matiére. En langage un peu figuré, on peut dire que 
si, dans cette théorie, les échanges d’énergie entre matiére et 
rayonnement se font par quanta, c’est que lune des parties 
contractantes, la matiére, ne veut échanger énergie que par 
quanta tandis que l’autre partie contractante, la lumiére, n’im- 
pose aux échanges aucune condition particuliére. Or il parait 
aujourd’hui physiquement certain que chacune des deux parties 
contractantes ne veut échanger de énergie que par quanta et 
c’est la ce que la théorie ne traduit pas assez nettement. 

Nous ne développerons ici aucune des théories qui ont été faites 


pour représenter la structure discontinue des radiations ou pour 
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quantifier le champ électromagnétique lumineux. Nous nous en 
tiendrons 4 la théorie fondée sur |’équation (13) parce que si elle 
ne traduit pas suffisamment en principe l’existence des photons, 
elle conduit néanmoins, comme nous le verrons, & un trés grand 
nombre de résultats satisfaisants et constitue par suite une bonne 
représentation de premiére approximation pour l’ensemble des 
phénoménes d’interactions entre la matiére et le rayonnement. 


2. Représentation d'une onde lumineuse plane et monochroma- 
tique. Etant maintenant admis que nous représentons la 
lumiére a l’aide des potentiels de la théorie classique, comment 
devons-nous choisir ces potentiels pour représenter une onde 
plane monochromatique ? La réponse est bien connue en théorie 
classique. Prenons pour axe des z la direction de propagation de 
onde plane monochromatique. Si ox et oy sont perpendiculaires 
a oz, on peut considérer toute onde plane comme la superposition 
d’une onde dont le champ électrique vibre parallélement a ox et 
d’une onde dont le champ électrique vibre parallélement a la 
direction perpendiculaire oy. Il nous suffit donc de savoir cons- 
truire les potentiels correspondants a une onde dont la vibration 
électrique est paralléle 4 un certain axe normal a 02, par exemple 
axe oz, pour pouvoir obtenir les potentiels dans le cas général. 

Or, dans le cas de l’onde plane monochromatique a vibration 
électrique paralléle a ox, on a: 





(14) h. = Hz =0 he = He. =0 he = Hy = fe sin 2v(t—§) 


en choisissant convenablement l’origine des z. Les potentiels 
seront, eux aussi, fonctions de la seule variable de propagation 


Zz ; 
t ap et Pon devra avolr : 


f vAy  dAz oe Dlg | 
Ce ee 
Og ee 

eo a oye ay ¢ at 


—> 

La premiére équation (15) est satisfaite d’elle-méme puisque A 
oe A 

ne dépend ni de z, ni de y. La troisieme donne — = 0, d’ot' Ay = 


Cte et nous pouvons poser Ay = 0 puisque cela ne change rien 
aux champs. Avec ce choix de Ay,la quatriéme équation (15) est, elle 


DE BRoGLIE & 
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aussi, satisfaite puisque V ne dépend pas de y. I] nous reste alors 
a satisfaire la seconde équation (15) et les deux suivantes : 


JAg Teng : Z\_ 
(16) (rot A)y = as — re = h°® sin Irv (« —- |; 


wpa bois pes = h® sin 2rv (:—§). 

oz ¢.-_ at c 

Comme V ne dépend pas de x et Az non plus, les équations (16) 
sont toutes deux satisfaites en posant : 

h°c 2 

(17) A; = i= cos 2rv (: a ‘). 

Quant a Az et a V, ils doivent d’aprés la seconde équation (15) 

Z 

étre égaux & une méme fonction F (« — *) de la variable t — a 


mais cette fonction reste indéterminée, car la relation de Lorentz 
entre les potentiels est alors identique et ne peut servir a 
lever Pindétermination. Les potentiels 


(18) V=F(1—3) A, =F (1-2) 


définissent une onde Jongitudinale de potentiel 4 laquelle corres- 
pond, on le voit aisément, un champ électromagnétique nul. Ils 
n’interviennent pas dans les problémes d’interaction que nous 
aurons a traiter et on peut par suite les prendre nuls en faisant 
F = 0. On obtient donc finalement comme potentiels liés a 
Ponde plane monochromatique : 


Inv 


Une seule grandeur Ax nous permet ainsi de représenter l’onde 
plane envisagée dans nos équations. 


0 / 
(19) Ay=A,=V=0; As = 5, 008 2m (2), 


3. Perturbations subies par un atome plongé dans une onde 
lumineuse. — Le probléme essentiel de la théorie des interactions 
entre matiére et rayonnement est celui de calculer les perturba- 
tions créées dans |’état d’un atome ousystéme quantifié par laction 
dune onde électromagnétique extérieure. Considérons, par 
exemple, un systéme quantifié contenant un corpuscule. 
Nous avons en ce cas trouvé l’équation (13). Le corpuscule 
est soumis dans un systéme quantifié A des forces dérivant 
d’un potentiel qui est généralement un potentiel électro- 
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statique de la forme « V (ainsi dans l’atome d’hydrogéne, 
Pélectron est soumis au potentiel de Coulomb créé parle noyau). 
2 

gan AW +eV¥ 
correspond a l’Hamiltonien du systéme en l’absence de la per- 
turbation causée par l’onde lumineuse ; cet Hamiltonien, nous le 
nommerons H®. En tenant compte des valeurs (19), nous obtenons 
pour l’équation des ondes Y en présence de l’onde lumineuse : 





Comme dans l’onde lumineuse V = 0, les termes — 


h ov ; ch =i? Z 
(20) ed oi = H(") + Seis ae cos 2rv( _— ‘). 


Si le corpuscule est un électron, « = —e et en introduisant la 


notation pp = — E 


|p ae 
——'—. i1 vient : 
2rt ax’ 


f 0 
(21) us = HW) + ois cos 2rv (« — | Px (¥). 

Telle est l’équation qui nous permettra de calculer les pertur- 
bations subies par le systéme quantifié contenant un électron sous 
action d’une onde lumineuse plane et monochromatique de 
fréquence v et d’amplitude hp. 

Si l’on voulait généraliser pour un systéme contenant plusieurs 
électrons, on pourrait aisément le faire, mais nous raisonnerons 
en général sur un systéme a un corpuscule car l’étude de ce cas 
simple suffit a dégager les caractéristiques essentielles des phé- 
nomenes que nous aurons a étudier. 

Faisons encore une remarque. Nous avons défini les champs et 
les potentiels de l’onde lumineuse 4 l’aide des fenctions réelles 
sinus et cosinus. Par analogie avec les ondes Y, il pourrait sembler 
naturel de les définir par les exponentielles complexes correspon- 
dantes. Nous verrons plus loin que, si nous procédions ainsi, 
nous rencontrerions certaines difficultés dans la théorie de la 
diffusion et de la dispersion tandis que, par compensation, avec 
les fonctions réelles nous rencontrerons des difficultés dans la 
théorie de l’effet photoélectrique. Toutes ces difficultés devraient, 
disparaitre dans une théorie plus satisfaisante qui serait sans doute, 
pensons-nous, amenée a employer systématiquement les expres- 
sions complexes pour les potentiels et les champs électromagneé- 


tiques comme pour les ondes Y. 


68 LA MATIERE ET LE RAYONNEMENT 


4. Classification des phénoménes étudiés dans ce livre. — Nous 
allons maintenant indiquer les principaux phénoménes que nous 
voulons étudier dans la suite de cet ouvrage. 

Le plus simple (du moins en apparence) de ces phénomeénes 
d’action de la matiére sur la lumiére est le phénoméne de diffusion 
cohérente. Il consiste en ce que, quand une onde lumineuse frappe 
un morceau de matiére, une partie de la radiation incidente est 
éparpillée dans toutes les directions sans changement de sa fré- 
quence. Ce phénoméne est connu dans tout le domaine de radia- 
tions qui va de la lumiére (longueur d’onde de l’ordre de 10 em—~) 
jusqu’aux Rayons X et 7 (longueur d’onde de l’ordre de 10-* & 
10-4 em); mais, pour des raisons qui nous apparaitront plus 
tard, les lois de la diffusion se modifient beaucoup d’un bout a 
autre de ce domaine. En effet, l’intensité de la diffusicn cohé- 
rente est pour la lumiére 4 peu prés en raison inverse de la 4° 
puissance de la longueur d’onde (loi de Rayleigh) tandis qu'elle 
devient indépendante de la longueur d’onde pour les Rayons X 
durs. La théorie électromagnétique donne une explication, dans 
lensemble trés satisfaisante, des phénoménes de diffusion cohé- 
rente et de leurs lois. Cependant, certains détails — nombres frac- 
tionnaires calculés pour les nombres d’électrons diffuseurs par 
exemple — montreront que i’explication n’est pas rigoureuse- 
ment exacte. Les théories quantiques permettent de retrouver 
les formules classiques en faisant disparaitre certaines anomalies 
génantes. 

La théorie de la dispersion ou variation de l’indice de réfraction 
avec la fréquence est intimement liée a celle de la diffusion et s’en 
déduit aisément aussi bien dans le cadre classique que dans le 
cadre quantique : elle se vérifie expérimentalement dans le do- 
maine lumineux ou dans le domaine X. 

Mais l’examen plus approfondi des phénoménes de diffusion a 
montré qu’a cété de la diffusion cohérente sans changement de 
longueur d’onde dont les théories classiques peuvent rendre 
compte, existent des diffusions avec changement de longueur 
d’onde. Le premier de ces phénoménes qui fut découvert, celui 
dont la découverte a apporté une nouvelle preuve directe de la 
structure discontinue de l’énergie radiante, est l’effet Compton 
qui se manifeste pour les Rayons X et y. L’effet Compton est 
un phénoméne spécifiquement quantique dont aucune interpré- 
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tation compléte ne parait pouvoir étre donnée dans le cadre des 
théories classiques. Le second phénoméne de diffusion avec chan- 
gement de longueur d’onde, qui a été découvert postérieurement 
a Veffet Compton, est l’effet Raman. Cet effet est susceptible 
d’une sorte d’interprétation classique, mais cette interprétation 
n’est pas satisfaisante en particulier parce qu’elle ne rend pas 
compte de la différence d’intensité entre les deux composantes 
Raman de haute et de basse fréquence. Comme nous le verrons, 
la véritable théorie de l’effet Raman fait intervenir les concep- 
tions quantiques. 

Mais le plus fonciérement quantique des phénoménes dont nous 
ferons étude est l’effet photoélectrique. Dans ce phénoméne, 
énergie du quantum de lumiére passe entiérement a la matieére. 
Il y a alors projection d’un électron hors de la matiére avec une 
énergie égale au quantum d’énergie radiante qui a disparu, di- 
minué seulement du travail que l’électron a di dépenser pour 
sortir de la matiére. Nous pourrons développer une théorie quan- 
tique assez satisfaisante de l’effet photoélectrique, mais on ne 
verra pas trés nettement comment il est relié aux phénoménes 
de diffusion. Un examen plus approfondi montre que c’est leffet 
photoélectrique, c’est-a-dire l’ annihilation du photon au contact 
de la matiére, qui est le phénoméne primaire essentiel : les effets 
de diffusion sont des phénoménes secondaires qu’on peut analyser, 
comme M. Dirac I’a trés bien montré, comme la succession de 
annihilation d’un photon incident et de la création d’un photon 
diffusé. A notre avis, la forme sous laquelle la théorie se présente 
quand on emploie systématiquement, comme nous le ferons, les 
procédés de correspondance, nest pas complétement satisfai- 
sante car elle ignore trop l’existence des photons et n’introduit pas 
nettement la quantification de l’énergie radiante. Néanmoins 
son étude est utile et instructive. 


CHAPITRE V 


DIFFUSION COHERENTE ET DISPERSION 


1. Théorie classique de la diffusion cohérente. — En théorie 
classique, le phénomeéne de la diffusion cohérente s’explique aisé- 
ment, du moins en principe. Les corps matériels y sont en effet 
supposes formés d’atomes qui renferment des oscillateurs élec- 
troniques, c’est-a-dire des électrons susceptibles d’osciller au- 
tour d’une position d’équilibre sous l’action d’une force propor- 
tionnelle 4 lélongation. Soumis a l’action du champ électrique 
vibrant d’une onde lumineuse incidente, ces oscillateurs sont mis 
en état de vibration forcée avec la fréquence de |’onde incidente. 
Mais comme lélectron oscillant posséde alors un moment élec- 
trique variable, il rayonne des ondes électromagnétiques dont la 
fréquence est celle du mouvement forcé, c’est-a-dire de la lumiére 
incidente. D’ot le phénoméne de la diffusion cohérente. 

Pour préciser cette explication classique, envisageons d’abord 
un seul oscillateur électronique et supposons que la force de rappel 
vers la position d’équilibre soit la méme dans toutes les directions. 
Lorsque l’électron aura été écarté de sa position d’équilibre dans 
une direction quelconque, puis abondonné sans vitesse a lui-méme, 
il vibrera autour de la position d’équilibre conformément a l’équa- 
tion 

2. 
(4) m = — kx, 
k étant indépendant par hypothése de la direction de vibration. 
La solution générale de l’équation (1) étant 


(2) ° = sysin(y /Er +6) 
m 


avec les deux constantes arbitraires x et 9, nous en concluons que 


oes 4 eS 
Poscillateur posséde la fréquence > m (ui est indépendante 


de x : c’est la propriété caractéristique de l’oscillateur linéaire. 
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Ceci rappelé, étudions le mouvement de Voscillateur électro 
nique sous l’action d’une onde lumineuse incidente plane et mono- 
chromatique. Nous pouvons supposer que l’onde incidente est 
polarisée rectilignement car, toute onde lumineuse pouvant étre 
décomposée en deux ondes rectilignement polarisées dans des 
directions rectangulaires, si on a résolu le probléme pour une onde 
incidente rectilignement polarisée, on trouvera la solution géné- 
rale par simple superposition. Or nous savons qu’en prenant la 
direction de propagation pour axe des z et celle du champ élec- 
trique pour axe des x, nous pouvons exprimer les champs électro- 
magnétiques d’une onde monochromatique rectilignement pola- 
risée sous la forme : 


hz = h® cos Qrv (: oe | hy => hz = 0 
(3) ; 
Hy = h® cos 2rv (: — :) H, = H, = 0. 


Le champ magnétique ne modifie pas sensiblement le mouve- 
ment de lélectron le long de l’axe des x et l’on peut considérer 
celui-ci comme déterminé par l’equation : 


d*x Zo 
(4) ma = — kx — eh® cos 2a (+ — 2), 


(—e étant la charge de l’électron). z, est la coordonnée zdel’électron 
au repos que nous pouvons prendre égale a zéro par un change- 
ment d’origine. Cherchons une solution de la forme x = a cos 2nvt 
nous trouvons aisément par substitution dans (4) : 

eh? eh? 
(5) = — k— btim — — btm? — 9)’ 

; 1 k i et 
en désignant par v, la fréquence propre PVE de loscillateur. 
Telle est l’amplitude du mouvement forcé pris par la charge oscil- 
lante. D’aprés cette formule (5), ’amplitude du mouvement de- 
viendrait infini pour v = vp, mais on peut écarter cette conclusion 
paradoxale en remarquant que nous n’avons introduit dans 
Véquation (4) aucun terme d’amortissement alors qu’en réalité 
le mouvement est toujours amorti, ne serait-ce que par |’émission 
méme du rayonnement diffusé dont nous allons calculer l’inten- 
sité. La théorie classique a cherché, sans grand succés d’ailleurs, 
4 introduire diverses causes d’amortissement. Nous nous bor- 
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nerons ici A remarquer que l’introduction d’un amortissement per- 
mettrait d’éviter la « catastrophe de résonance » pour v = vp 
et nous garderons la formule (5) en nous souvenant qu'elle n’est 
plus valable au voisinage immédiat de la fréquence critique vo. 
Done sous l’action d’une onde incidente de fréquence v rectili- 
gnement polarisée, Pélectron prend le mouvement défini par : 


eh® 
(6) = — kx®m(v,2 — ) cos 2rvt, 


sauf pour v trés voisin de y,: le mouvement est proportionnel a 
amplitude h° de londe électrique incidente et en phase avec 
elle. A ce mouvement forcé, correspond un moment électrique 


¢ de composantes : 
ezh? e2 

(7) 2) =2.=0 @2:=>—ex = km(v,2—*) cos 2rvt = E2m(y2— a) he. 

Le premier stade est ainsi terminé’: il faut maintenant évaluer 
le rayonnement produit par ce mouvement de l’oscillateur. 

Soit O la position d’équilibre de l’électron prise comme origine 
des coordonnées et soit M un point 4 une grande distance R = OM 
de l’oscillateur dans une direction faisant l’angle 9 avec oz. 





Fig. 4. 


D’aprés les formules classiques rappelées au chapitre [er, le 
flux radial de énergie rayonnée par unité de temps et unité de 
surface est égal au point M a: 


a sy ey ae 
(8) Ss = “3 Fe sin? 6 | 2,9 2, 
g2° étant amplitude de fz. D’ou, d’aprés (7) : 
— e4h? 1 vi 4 
(9) Sn = Semi (2 wei Ra Sin® 0. 
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Telle est l’intensité de l’onde diffusée au point M. 

Nous pouvons immédiatement généraliser ce résultat en nous 
affranchissant de la condition que l’onde incidente soit polarisée 
rectilignement. Si en effet sa polarisation est quelconque, nous 
aurons [deux ‘amplitudes hz° et hy° pour les deux composantes 
rectangulaires du champ électrique et on voit aisément que nous 
aurons alors : 
eh, e*h,°® 


eS ae — ss 
fs = 4x?m(v,? quae: v2) Ly Ey 472m(v9? =s5 v?) 


(10) #9 —0 


soit au point M a grande distance R du centre de l’oscillateur, la 
direction OM faisant des angles 92 4y et 2 avec les axes de coor- 
données. 





Fig. 5. 


Comme les rayonnements dus 4 deux composantes rectangu- 
laires d’un moment électrique s’ajoutent simplement, on aura ici 
pour le flux radial de I’énergie au point M par unités de temps et 
de surface : 
2x 
ec 

et yg ay 
= Samia GE — vt Re 


v4 ‘7 ° 
Ai) 5 =; e [ (P29)? sin? 0, + (£y°)? sin? 6y] 


ha?” sin? 0, + h,*” sin? 6,]. 


Dans le cas trés intéressant ou onde incidente est de la « lu- 
’ ° 
miére naturelle », on peut poser hz? = hy’ = het ona: 
2 


(She e é — (sin? 0, + sin? 6y) 
(412) Ss = gma OF — ee Ren z y)- 


4 
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Comme ona 
sin? 0, + sin? 0, = 2 — (cos? 0, + cos? y) = 2— (1 — cos? 0,) = 1 + cos? 6,, 


nous trouvons finalement la formule fondamentale : 
ef v4 0° 


(13) Sa = Samia (2 — we’ a(t + cos? 6) 


applicable ou la lumiére incidente n’est pas polarisée. 

Dans tous les cas, a partir des formules donnant S,, on peut 
calculer le flux diffusé total par intégration du flux local sur toute 
Ja surface de la sphére de rayon R et de centre O. Ainsi, pour le cas 
de la lumiére non polarisée, on trouve pour le flux total l’expres- 
sion 


*— : etv4p " ‘ 
(14) {, Sr: 27R? sin 6,d0, = Tass |, (4 + cos? 4,) sin 9,d6, 
Sxetv4 hc 


= 3m2c4(v,2 — v2)2 4x ; 


fc 


Or le facteur = représente le flux incident d’énergie par unités 


de temps et de surface, c’est-a-dire l’intensité incidente I, : ceci 

est aisé a vérifier. Donec l’énergie Ea diffusée au total par l’oscilla- 

teur pendant l’unité de temps est alors : 
Sretv4 

. 3m?c4(v)2 — v2)?” 


(15) E Ip 


2. Conséquences de la théorie précédente. Coefficient de dif- 
fusion. — La formule (15) conduit A des conclusions trés simples 
dans deux cas particuliers importants : 1° celui ot la fréquence vy 
de la lumiére incidente est beaucoup plus petite que toutes les 
fréquences propres des oscillateurs électroniques de la substance 
traversée ; 2° celui ot la fréquence vy au contraire beaucoup plus 
grande que toutes ces fréquences propres. Comme les fréquences 
propres qui interviennent dans la diffusion appartiennent en 
général au domaine ultraviolet, ilen résulte que le premier cas est 
en général réalisé pour la lumiére visible et le second pour les 
Rayons X et 7. 

Pour la lumiére, on aura done vy, >> v, pour tous les oscillateurs 
matériels et la formule (15) nous indiquera une diffusion propor- 
tionnelle a v*. D’ot la loi : « Pour Ja lumiére visible, la diffusion 
sans changement de fréquence est, toutes choses égales d’ailleurs, 
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proportionnelle a la 4¢ puissance de la fréquence ou, ce qui revient 
au méme, inversement proportionnelle & la 4° puissance de la 
longueur d’onde. » C’est la loi fameuse en X-* prévue par Lord 
Rayleigh et bien vérifiée en effet pour la lumiére visible. Elle 
explique la couleur bleue du ciel. 

Pour les Rayons X et y, on posera au contraire vy» << v et, en 
négligeant v, devant v, on obtiendra pour la formule (15) une 
diffusion indépendante de v. D’ou la loi également bien vérifiée : 
« Pour les rayons X et y, la diffusion sans changement de longueur 
d’onde est, toutes choses égales d’ailleurs, indépendante de la 
longueur d’onde. » 

L’intensité de la diffusion est commodément représentée a 
Vaide d’une grandeur, le coefficient de diffusion, qui exprime I’af- 
faiblissement subi du fait de la diffusion par un faisceau de rayons 
monochromatiques en traversant un corps donné. Il dépend na- 
turellement a la fois de la radiation incidente et de la nature du 
corps traversé. Nous ne définissons ici le coefficient de diffusion 
que pour les Rayons X assez durs et les Rayons y. La longueur 
d’onde de ces radiations étant Leaucoup plus petite que les di- 
mensions de l’atome, il est permis de considérer les vibrations 
forcées des divers oscillateurs contenus dans un méme atome 
comme incohérentes et d’obtenir l’effet de diffusion global en 
ajoutant les énergies diffusées d’apreés la formule (15) par chaque 
oscillateur, circonstance qui simplifie notablement Pévaluation 
du coefficient d’absorption. Considérons donc une substance ma- 
térielle homogéne contenant N atomes par centimétre cube, 
chaque atome contenant n, oscillateurs de fréquence propre »,, Nz 
de fréquence propre v2, etc. Irradiée par des Rayons X assez durs, 
ou des Rayons 7, de fréquence », elle diffusera par unité de volume 
et unité de temps une quantité d’énergie égale a : 


Sretv4 Ni 
(16) Ka ss 3m2c4 Nie Tp. 
L 
Une lame de la substance placée normalement a la radiation 
incidente ayant une surface de base égale 4 lunité de surface et 
une épaisseur égale a dz diffusera par unité de temps la quan- 


tité d’énergie : 


Sretv4 Ni 
(17) dE = ayaa‘ N Lipa ap lo 


t 


76 LA MATIERE ET LE RAYONNEMENT 


L’affaiblissement de la vibration incidente sera done représentée 


par la formule : 
Sretv4 
(18) dl = ~~ 3m2c4 Lem ce. “ap ld 


et on aura pour lintensité de la radiation incidente quand elle 
aura traversé une épaisseur z de la substance : 


(19) Lele 
avec : 
Sxety4 ni 
(20) tt oad o2@— 4) 


u 

Par définition, o est le coefficient de diffusion de la substance 
considérée pour la fréquence vy appartenant au domaine des Rayons 
X assez durs ou des Rayons y. 

Pour une lame de la substance de surface unité et d’épaisseur 
unité placée normalement au faisceau incident, la quantité ol, 
mesure la diminution de l’intensité aprés la traversée de la lame. 
On peut done dire que c est le coefficient de diffusion rapportée 
a Punité de volume. Comme il y a par hypothése N atomes sem- 
blables dans l’unité de volume, on peut définir un coefficient de 
diffusion atomique oa en posant : 

g 
oe = N° 

On peut aussi définir un coefficient de diffusion rapporté a 
Punité de masse ou coefficient massique de diffusion en posant : 


(21) 


c 
(22) on 9 i 
p étant la densité de masse de la substance considérée. Il est 
d’ailleurs facile de trouver la relation existant entre oa et om car 
si % désigne le nombre d’Avogadro, on a pour un corps de poids 
atomique A dont l’atome a la masse m, : 
(23) A=%m p=Nm 


d’ot ’on tire : 


NA 
(24) ear 
ce qui donne la relation cherchée : 
o Yo Yo 
(25) Me SSN A Ota e 
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Ces définitions posées,la formule (20) nous montre,puisque tous 
les v4 sont usuellement alors trés inférieurs A v, qu’on peut en 
général écrire l’expression du coefficient d’absorption pour les 
Rayons X assez durs et les Rayons y (du moins d’aprés la théorie 
classique) sous la forme : 

(26) = — Nini 
i 


m*ct 
oY ni est égal au nombre atomique Z de la substance considérée 


L 
puisque Z mesure le nombre d’électrons par atome. Comme le 
produit NZ donne le nombre total des électrons par unité de 
volume de la substance, on peut dire que le coefficient d’affai- 
blissement par diffusion est égal par électron a : 


8re4 
(27) "= Bnet 
et par atome a: 
4 
(28) 8re 7, 


%a = 3m2c4 


expression remarquable par le fait qu’elle est indépendante de la 
fréquence et aisément calculable 4 l’aide des constantes univer- 
selles. C’est la loi de J.-J. Thomson qui se vérifie bien pour les 
Rayons X moyens. Cette loi se met sous une forme plus simple 
encore si l’on cherche l’expression du coefficient massique de 
diffusion -: D’aprés la formule (26), on a en effet en utilisant (28) : 


g %% _ 8xet 

(29) > — K3mid 
Pour les éléments légers, - est trés voisin de 0,5 et en faisant 
le calcul numérique, on trouve en unités c. g. s. la formule remar- 


quable : 


(30) =.02. 


o!1a 


Cette formule se vérifie bien en effet pour les éléments légers 
et les Rayons X moyens. Par contre, elle cesse de se vérifier d’une 
part pour les Rayons X mous et d’autre part pour les Rayons X 
tres durs et les Rayons 7. Pour les Rayonx X mous cette diver- 
gence s’explique aisément parce qu’alors les longueurs d’onde sont 
de lordre du diamétre de l’atome (ordre de grandeur : 10-® cm) 
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et les vibrations forcées des divers électrons d’un méme atome 
sous l’influence de la radiation incidente ne peuvent plus étre 
considérées comme indépendantes comme nous l’avons fait dans 
la démonstration des formules précédentes. La théorie classique 
permet naturellement de tenir compte de la cohérence des radia- 
tions diffusées par les divers électrons et M. Debye a pu développer 
sur cette base une théorie satisfaisante et bien vérifiée. 

Bien plus difficiles & interpréter étaient les écarts constatés 
a partir de la formule (30) dans le domaine des Rayons X durs et 
des Rayons 7 ou elle devrait étre rigoureusement valable 4 cause 
de la petitesse des longueurs d’ende. Aucune explication fondée sur 
les théories classiques n’a pu en étre donnée. Nous verrons qu’alors 
Paffaiblissement par diffusion n’est plus dai entiérement a la 
diffusion cohérente, mais qu’un nouveau phénoméne a caractére 
nettement quantique fait son apparition : la diffusion avec chan- 
gement de longueur d’onde ou effet Compton. Nous aurons a 
revenir longuement sur la validité de la formule (30) dans le do- 
maine des trés hautes fréquences (voir chapitres vir et viii). 

Avant de clore ce paragraphe, nous remarquerons que le pro- 
biéme réel de la diffusion de la lumiére visible est en réalité plus 
compliqué que ne pourrait le faire croire la théorie schématique 
du paragraphe 1. Méme dans le cadre de la théorie classique, il 
n’est pas permis de considérer la matiére comme formée d’élec- 
trons a liaisons quasi-élastiques isotropes dont les mouvements 
ne s’influencent pas mutuellement. I] faut tenir compte des réac- 
tions mutuelles des charges mobiles et, au besoin, de Panisotropie 
des liaisons. On peut ainsi interpréter la dépolarisation partielle 
de la lumiére diffusée. Dans la théorie schématique que nous avons 
développée, si la lumiére incidente est polarisée rectilignement, la 
vibration des électrons oscillants sera paralléle au champ électrique 
incident et si l’on observe la lumiére diffusée dans une direction 
a angle droit de la direction d’incidence, cette lumidre doit étre 
entiérement polarisée. Or, l’expérience ne confirme pas en général 
cette prévision et indique l’existence dans la radiation diffusée 
d'une composante vibrant suivant la direction de propagation 
de londe primaire. Si i est lintensité de cette composante et I 
i 
I 
le degré de dépolarisation. La théorie classique permet en tenant 


lintensité de la composante normale, le rapport p = < est appelé 


LA MATIERE ET LE RAYONNEMENT 79 


compte des interactions entre particules vibrantes et au besoin 
des liaisons anisotropes de rendre compte de la dépolarisation 
d’une maniére qui est en bon accord avec les faits. Pour l’exposé 
de ces questions, nous renvoyons au bel ouvrage de M. Cabannes 
dans la collection des Conférences-rapports (*). 


3. Théorie classique de la dispersion. — La théorie de la dis- 
persion peut se déduire aisément de celle de la diffusion. Pour le 
voir, il suffit de se reporter a la formule (71) du chapitre 1 que 
nous récrivons ici : 
ni—4 4x 
nr+2 3 

N étant le nombre d’atomes du corps considéré et «’ la polari- 
sabilité de ces atomes. Or la formule (7) qui nous donne le moment 
électrique acquis par un oscillateur électronique sous l’influence 


(31) Na’ 


d’une onde incidente, nous donne immédiatement comme valeur 
de la polarisabilité d’un atome contenant n, électrons de fréquence 
v1, Nz de fréquence vs, ete. : 

e Ni 


~ 4n®m : viz — v2 


(32) a! 
On en tire : 
Quand n est voisin de 1, on peut remplacer n? + 2 par 3 et 

écrire : 

(34) nt=1+ a . aS 


v 


Telle est la formule bien connue de la dispersion valable quand 
nest assez voisin de 1 et quand » n’est voisin d’aucuns des ». 
Comme en général les vi sont des frequences ultraviolettes, on a 
approximativement quand v appartient au spectre visible : 





4 4 y2\—1 4 he 
(35) t= 4(1-3) eal aA 
d’ou : : 
e2N YY ni e2N QO ni * Bg ee 
(36) matt et Se RATE Tt 
l u 





(1) J. Capannes, La diffusion moléculaire de la lumiére, Presses univers!- 
taires, Paris, 1929. 
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C’est la formule classique de Cauchy souvent valable dans le 
spectre visible. Remarquons que pour n voisin de 1, on peut ap- 


proximativement remplacer n? — 1 par 2 (mn — 1) et écrire au 
lieu de (34) 

e2N NG 
(37) n=1+ aa es 


i 
L’allure de la courbe de dispersion est bien connue et est re- 
présentée ci-dessous. 





mu 


2 Spectre 
visible 





Fig. 6. 


Naturellement, n ne devient pas réellement infini pour les fré- 
quences critiques v4 car, au voisinage de ces fréquences les for- 
mules précédentes cessent d’étre valables. Pour avoir la forme 
correcte de la courbe de dispersion, il faut tenir compte de l’amor- 
tissement des oscillateurs et de Pabsorption: mais ce sont 1a des 
questions classiques sur lesquelles nous ne voulons pas nous 
étendre ici. Notons seulement que les formules données plus haut 
sont applicables a des ondes de polarisation quelconque, mais 
supposent isotrope la liaison des oscillateurs. 

On peut rattacher d’une maniére plus détaillée la théorie de 
la dispersion a celle de la diffusion. Pour cela considérons une lame 
mince d’épaisseur ¢ de la substance réfringente considérée sur 
laquelle tombe normalement une onde plane monochromatique. 
Nous supposerons cette onde rectilignement polarisée pour faci- 
liter le raisonnement bien que cette hypothése ne soit pas indis- 


pensable et que la formule finalement obtenue en soit indépen- 
dante. 
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Le champ électrique de l’onde incidente a pour expression avec 
un choix convenable des axes 


(38) he = 1° sin nv (1—2) ; hy =h=0 


Prenons l’origine des coordonnées sur la lame en 0 et soit M un 
point de l’axe des z & une distance z de Vorigine (1). Les oscilla- 


ton 





Lumiere 
incidente 


FE SSS es ee | 





Fig. 7. 


teurs électroniques contenus dans la lame vont se mettre a vibrer 
sous l’action de la lumiére incidente et 4 envoyer de la lumiére 
diffusée en M. On peut calculer l’amplitude de cette lumiére dif- 
fusée en employant la méthode des zones de Fresnel. D’aprés 
cette méthode, on obtiendra la lumiére diffusée en M en calculant 
Yamplitude résultante due a l’action d’une petite surface d’aire )z 
prise en 9 sur la lame, c’est-a-dire l’amplitude résultant de la 
diffusion par le volume hachuré de la figure 7. La phase de la 
lumiére diffusée en M s’obtiendra en ajoutant au trajet z une 


longueur 7 (c’est-a-dire en introduisant une différence de phase 


de 5 . Cela étant, fixons notre attention sur un certain oscilla- 


teur situé dans la zone hachurée. Nous avons vu que cet oscilla- 
teur prend sous l’influence de la radiation incidente un moment 
électrique donné par : 

e 
= Fimve— 7) 


(39) Qe h® sin 2nvt Pie £,5=.0 


(1) Cette distance est supposée grande par rapport a la longueur d’onde 
A de onde incidente. 


DE BROGLIE 6 
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D’aprés la théorie de la radiation, ce moment électrique variable 
produit au point M le champ électrique : 





2,2 
(40) ich = wie sin 0f,° sin Irv (: a :) hy! = he = 0 


cz 
6 est l’angle avec oz de la droite qui joint Voscillateur considéré 
au point M. Cet angle étant trés voisin de 0,on peut poser sin 6 
— 14. Ona done par (39) et (40) : 

y2e2 


; 1 ; Z 
(41) hd = VO. sin v(t 2) h, =h; = 0 


M(vo2 — v 
Pour appliquer la méthode de Fresnel, nous devons introduire 
un déphasage de 5 c’est-a-dire remplacer dans (41) le sinus par le 


cosinus changé de signe. Comme d’ailleurs la zone hachurée 
de la figure (7) contient NeAz atomes, N ayant la signification 
habituelle, et que chaque atome contient m électrons de fréquence 
vi, le champ électrique total Lh’, créé au point M par les oscilla- 
teurs de la zone de Fresnel se trouve étre : 


. 2e2 1 P 
(42) th; = — Nog ee oh cos 2ry (« — ;) 
i 


Ne eé nu 
or AK mayve — v2 
u 





h® cos 2rv (: — :) 


Ce champ se superpose au champ de |’onde lumineuse transmise 
par la lame qui, en supposant trés faible l’affaiblissement par 
diffusion et absorption dans la lame, peut étre considéré comme 
égal a celui de l’onde incidente. Le champ électrique total en M 
est donc : 


$ Z Ne e? i 
(43) hy: = h° [sin Qrv (« ——? :) Set => ee cos 2ry (« bowers :) | 
l 


Comme ¢ est trés petit, nous pouvons poser par définition : 





Nee? yy Ni y 
44) —— = sin 2r - “3 
( ) iN man vi ya sin an 8 oe an 8 


v 
: cos In 8 1 


le signe > indiquant une égalité approximative. Le crochet de 
43) est alors égal a sin 27 MT a 
(43) gal a sin 27 (" c.g) comme si, en traversant 


Ja lame matérielle, onde lumineuse avait subi un retard de phase 
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ae ‘ 
de = Si V est la vitesse de phase de la lumiére dans la substance 


considérée, on doit done avoir : 


) € € 
(>) tens Gear 
ou encore : 


n étant lindice de réfraction de la substance pour la fréquence v. 
Puisque l’on a trés approximativement d’aprés (44) : 


Ne? Ni 
(47) ee ‘Si Ween 
on trouve finalement : 
Ne? Ni 
(48) n=1+ on aR 


Nous retrouvons la formule (37) ce qui est naturel car nous 
avons supposé la diffusion faible, donc n voisin de 1. Ce raisonne- 
ment nous montre que la propagation de la phase d’une onde lumi- 
neuse se fait dans une substance réfringente avec une vitesse dif- 
férente de c par suite de la superposition a l’onde incidente des 
ondes diffusées par les particules de la substance. 

Avant de quitter la théorie classique de'la dispersion,nous devons 
signaler quelques graves difficultés de cette théorie. Considérons 
le cas d’un corps homogéne 4 indice voisin de l’unité et envisa- 
geons les régions de la courbe de dispersion ou l’on peut faire 
abstraction de l’absorption. Les formules (36) ou (48) seront alors 
valables. Si l’on admet que les oscillateurs matériels sont formés 
par des électrons dont on connait par ailleurs les constantes e et 
m, comme on connait aussi N, on peut en principe déduire de la 
courbe expérimentale de dispersion les valeurs des ni et lon doit 
naturellement s’attendre A trouver des nombres entiers repré- 
sentant le nombre des électrons des diverses catégories qui parti- 
cipent au phénoméne de dispersion. Or le résultat expérimental 
est que les mi ne sont pas en général des nombres entiers. La con- 
ception classique des oscillateurs électroniques n’est done pas 
exacte bien qu’elle donne correctement la forme de la courbe de 
dispersion. 

De plus, il y a aussi une autre difficulté venant de la conception 
classique de l’émission des raies spectrales. En effet, ces raies 
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étant sensiblement monochromatiques, la théorie classique a été 
amenée Aa les attribuer au rayonnement émis par les oscillateurs 
électroniques intérieurs 4 l’atome émetteur. Mais ces oscillateurs, 
étant capables d’émettre, sont nécessairement aussi capables de 
vibrer sous l’action d’une onde électromagnétique extérieure et 
ce sont eux qui doivent intervenir dans la diffusion, la dispersion 
et absorption. Les fréquences critiques u% de la formule de dis- 
persion doivent donc coincider avec les fréquences du spectre 
d’émission du méme atome. Mais alors l’atome devrait contenir 
autant d’oscillateurs électroniques qu'il peut émettre de raies. 
Or une telle proposition est inacceptable car le nombre des raies 
qu’un atome, méme simple, peut émettre est toujours grand, 
parfois méme énorme, et l’on ne peut admettre que |’atome con- 
tienne un pareil nombre d’électrons. 

Si donc on veut conserver lidée que ce sont les électrons in- 
traatomiques qui servent d’agents de liaison entre l’atome et le 
rayonnement, on devra, et c’est la le point de vue nouveau de la 
théorie quantique, admettre que chaque électron « contribue » 
a un grand nombre d’oscillateurs. On écrira alors a la place de (36) : 

Nfse e. d 
(ota tt oo t+ ae gee 


rm(v42 zm(vi2 — v2) 7m “= Vi 

ou fi représente la « teenth bakin » des électrons intraatomiques 
a VPoscillateur de fréquence vi. Naturellement ce nouveau point 
de vue est en opposition avec limage classique des oscillateurs 
et montre que les conceptions anciennes sont a réformer. Les fi 
sont des nombres fractionnaires: les intensités d’oscillateur (oszilla- 
torenstarke des auteurs allemands). On peut s’attendre a ce que 
la somme des fi correspondant a un électron soit égale a un ou plus 
généralement a ce que la somme des fi correspondant a z élec- 
trons jouant un réle équivalent soit égale a z. Ce résultat est en 
effet, nous le verrons plus loin, démontré par la théorie quantique 
et constitue le théoreme de Thomas-Kuhn. II exprime que chaque 
électron est en quelque sorte « réparti » entre les divers oscilla- 
teurs. 


4. Théorie quantique par correspondance de la diffusion. — 
Pour développer par correspondance une théorie quantique de la 
diffusion, on part de l’équation : 


h ov 


60) gear = HH) 4 SE : 
Oni ot T Dm 008 2m :—) p2(¥) 


LA MATIERE ET LE RAYONNEMENT 85 
qui exprime comment l’onde électrique rectilignement polarisée 
he = h® sin 20 (« — :) perturbe un systéme atomique contenant 


un électron de charge électrique — e et de masse m. Le calcul se 
développe exactement comme dans la théorie classique en deux 
stades : 

1° Caleul du mouvement di a action de l’onde lumineuse, c’est- 
a-dire ici calcul de la perturbation apportée a la fonction d’onde 
WY par la présence de l’onde lumineuse. 

2° Calcul du rayonnement correspondant au moment électrique 
variable créé par la perturbation. 

Pour effectuer le premier calcul, nous allons introduire ici une 
hypothése dont nous aurons ensuite 4 nous affranchir quand nous 
voudrons trouver la théorie de l’effet Compton : nous supposerons 
que les dimensions du systéme atomique envisagé sont trés petites 
par rapport a la longueur d’onde de la lumiére incidente de fagon 
que les variations de la phase du cosinus dans la formule (50) soient 
négligeables & l’intérieur de l’atome. Ceci nous permettra, en 
choisissant l’origine des z au centre de l’atome, d’écrire le cosinus 
simplement sous la forme cos 2zvt. L’hypothése que nous faisons 
ainsi est entiérement valable dans le domaine de la lumiére, mais 
elle cesse de l’étre pour les Rayons X et 7, ce qui correspond, 
nous le verrons, au fait que l’effet Compton est inexistant pour la 
lumiére et important pour les Rayons X et y. 

Avec ’hypothése admise, l’équation (50) peut s’écrire : 


h av e 


(51) 2” = HW) + p— 


ani ~ ho[e2rivt as e— 27) 5 (W) 





Nous considérons d’abord un atome dont l’état non perturbé 
est un certain état stationnaire dont la fonction d’onde W,° soit 
une fonction propre de |’Hamiltonien non perturbé H®. On a 
naturellement : 


(52) wo = a,%e " 


En particulier, si l’on a affaire a un ensemble d’atomes a assez 
basse température, l’état initial de l’atome sera généralement 
Pétat normal d’énergie minimum et Ex sera cette énergie mini- 
mum. Nous reviendrons sur cette question a propos de l’effet 
Raman. 
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La présence de londe électromagnétique produit dans l'état 
de ’atome une perturbation qui pratiquement est toujours faible. 
Nous pouvons done écrire, comme il est usuel dans la méthode 
de perturbation, l’onde VY existant en présence de la perturbation 
sous la forme : 

(53) Wy = Vio + we 

wx étant de lordre du terme perturbateur dans l’équation d’ondes. 
Comme Yr" est une solution de I’équation perturbée, nous obte- 
nons en négligeant les quantités de l’ordre du carré du terme per- 
turbateur : 


h OWE eh® 
(54) Bish eh ae Baas 





(e2™ eh eas 2nivt) »(W,°) 


Puisque les fonctions propres Y;° de l’équation non perturbée 

forment un systéme complet, nous pouvons poser : 
art ks 
(55) wx(2, Y, 20) =D o(t)a%(z, y, ze *® 7 
j 

les E; étant les énergies des états stationnaires non perturbés. 
Substituons (55) dans (54) en nous souvenant toujours que les 
‘¥;° sont solutions de l’équation non perturbée. I] vient : 





h Yoae eh® ' : 
(ee) ai 3t Uf = dem, (OMY 0-2) pw) 


Pour déterminer les c(t), nous multiplions les 2 membres par Wio* 
et nous intégrons dans tout l’espace (méthode de variation des 
constantes de Dirac). En raison du caracteére ortho-normal des 
fonctions propres V;°, nous trouvons alors : 


Qni Qri 
h de eh® | |G [Ek— Ei + hyje — [Er— Bhs] 
(57) 55 dt = dams (Pande +e 
ou 
(58) (pz)ix = Ht ai* Dz(ax)dadydz 


est élément ik de la matrice de Schrédinger engendrée dans le 
systéme des 4° par l’opérateur Px. 

Il est maintenant aisé d’obtenir par intégration a partir de 
(57) les c(t) en nous rappelant qu’au début de la perturbation, 


— 
= 
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instant que nous prenons pour origine des temps, wx et par suite 
tous les ¢; sont nuls. On obtient donc : 


2ri [E,— Ey & 2rt 
(59) e(t) = oe E aa ie EUs 7 
j&wlh—E+hw. + Eh 
Cette formule donne immédiatement la valeur de wx et par 
suite celle de VY grace a (53) et (55) 


(60) Y= wv, +» cf? 


~ 


2Qri 


FE eho 7% 
are * Daly ss __ 2(Ex—Ej)e 
* dmv (Pe) ay E,—E,+hy a ce Kj—hv = (Ex — Ej)? — 8 


Qri 


2ri 2x 
= (Ex-+-Ay)t 3 (Ex—Av)t ij 


soit maintenant q l’une quelconque des coordonnées zx, y, z. Nous 
admettons en conformité avec la méthode de correspondance que 
énergie émise par l’atome irradié avec une vibration électrique 
paralléle & l’'axe des qg est déterminée par la composante q du 
moment électrique moyen, c’est-a-dire par: 


(64) (£o)ex = (— e) a W,*q¥ dadydz 


quantité qui n’est autre que l’élément diagonal d’indice kk de la 
matrice correspondant & la composante g du moment électrique 
dans le systéme des fonctions perturbées Wz. Nous poserons : 


(62) qu = i ax* gadadydz. 


Ces quantités sont les éléments de la matrice correspondant a la 
coordonnée q dans le systéme des fonctions propres de l’atome non 
perturbé. 

Si nous formons maintenant explicitement la quantité (L)ee 
a aide de l’expression obtenue plus haut pour les fonctions per- 
turbées Vz, nous trouvons quatre sortes de termes : 1° des termes 
constants qui ne nous intéressent pas car ils ne correspondent a 
aucune émission ; 2° des termes en h® que nous considérons comme 
négligeables 4 notre degré d’approximation ; 3° des termes con- 

f : / = (Bey) 
tenant des exponentielles indépendantes de vy de laformee 
qui correspondent 4 une émission de raies spectrales provoquée 
par lirradiation et qui sont étrangéres au phénoméne de diffu- 


: 
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sion dont nous faisons ici l’étude ; 4° enfin des termes contenant 
des exponentielles ou v figure en exposant et qui sont les termes 
de diffusion. Nous n’avons 4 nous préoccuper ici que des termes 
de la 4° catégorie. En ne gardant que ceux-la, nous obtenons : 





e2p0 » e2tivt e 2ttvt ? f i 
(63) (Ly)ue=— F, ' qes( Pr) fk Ej) E+) Ey ees +q conjuguée 


c’est la célébre formule que MM. Kramers et Heisenberg avaient 
obtenue par des raisonnements de correspondance avant le déve- 
loppement des nouvelles Mécaniques et qui les avaient conduits 
4 la formule quantique correcte de la dispersion. Si l’on introduit 
ici, comme nous l’avons fait dans la théorie classique élémentaire, 
’hypothése que l’atome est isotrope, on obtient des simplifications. 
D’abord, on peut alors démontrer, par exemple en se servant de la 
théorie des groupes, que les q;,; sont réels et, comme pei = — 2riveymgn; 
d’aprés la formule (51) du chapitre m1, les psi sont purement 
imaginaires. Ensuite on peut aussi montrer que les sommes 
geil pe)ie sont nulles quand q est égal a y ou az. Les (@y)xx et (Le)ex 


U 
sont donc nuls, c’est-a-dire qu’en conséquence de Pisotropie de 


Patome, le moment électrique induit est paralléle a la force élec- 
trique incidente qu’on suppose vibrer suivant l’axe des x. En te- 
nant compte des caractéres de réalité des ge et pki, On trouve 
facilement a partir de (63) : 





_ CUNY Xu/(Do) fx 
(64) (@a)an = pa PM 
] 
E; — E; : : : 
avec vj = h comme d’habitude. Comme les matrices x et 


px sont hermitiques et que d’autre part (#2) est visiblement 
réel, nous avons aussi : 


(65) (2z)ee = 5 (ese + (£2)ex*] = Fem | sah eerie | 


— y2 


Si nous posons par définition : 


art 
(66) fy = (- “Flees — LXxj(Pz) jx] 


il vient finalement : 


(67) Phi eetees py wth he 
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Nous avons ainsi terminé la premiére partie du calcul, celle 
qui consiste 4 trouver la perturbation causée dans le mouvement 
de l’électron atomique par l’action de l’onde lumineuse incidente 
et a évaluer le moment électrique induit qui en résulte. 

Il est intéressant de comparer le résultat obtenu avec celui de 
la théorie classique. Avec celle-ci, nous avions trouvé qu’un oscil- 
lateur électronique de fréquence propre vy prenait sous l’influence 
d’un champ électrique lumineux paralléle 4 l’axe des un moment 
électrique induit égal a : 


(68) Pe = 7—* he 


La différence entre ce résultat et (67) consiste en ce que : 1° le 
role joué en théorie classique par l’unique fréquence propre 
est joué en théorie quantique par l’ensemble des fréquences vx; 
définies par la loi de Bohr ; 2° l’électron atomique, au lieu de cons- 
tituer un seul oscillateur de fréquence v» est en quelque sorte 
distribué entre une infinité d’oscillateurs fictifs de fréquences vs; 
correspondant aux diverses transitions de l’état initial donné 
d’énergie Ex aux divers états fimaux possibles d’énergies §; ; 
les coefficients fx; définis par (66) donnent la maniére dont Vélec- 
tron est « réparti » entre les divers oscillateurs fictifs. 

Cela étant, il est naturel de penser que la somme des coeffi- 
cients fj, c’est-a-dire ¥) fui, doit étre égale A un. C’est bien 1a le 


j 
résultat fourni par la théorie quantique : il est connu sous le nom 
de theoreme de Thomas-Kuhn parce que ces deux savants, 
s’appuyant sur des raisons de correspondance, l’avaient pressenti 
avant le développement des nouvelles Mécaniques. Le théoréme 
de Thomas-Kuhn résulte aisément de la formule de non-commu- 
tativité des opérateurs x et pz. On a en effet la formule opéra- 
torielle : 

h 
(69) [ pox — LPx bmn => (— mi Om 
d’ou, en prenantm=n=k: 


h h 
(70) [pxe— xpz]ix = Da [ (px) xjlje — Luj( Px) jk) = (— i) ee ry 


De (70) résulte immédiatement en vertu de la définition (66) : 


(71) Dia 1 


j 
formule qui exprime le théoreme de Thomas-Kuhn. 
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Maintenant que nous connaissons l’expression de (£z)e«, nous 
pouvons a l’aide du principe de correspondance quantique former 
expression de l’énergie rayonnée en moyenne par |’atome irradié. 
Tout d’abord, la radiation diffusée aura son vecteur électrique 
paralléle 4 ’axe des x, c’est-a-dire au champ électrique de la vi- 
bration incidente : autrement dit, avec notre hypothése d’iso- 
tropie de l’atome, il n’y a pas de dépolarisation. L’ énergie diffusée 
pendant l’unité de temps dans une direction faisant l’angle 9 avec 
Paxe des x et a une distance R de l’atome est en moyenne : 


cet Oa eS eet 

(72) = a Re sin? 9 | (#2%ax | ? 

(2,°)ke étant Pamplitude de (£z)kz. D’aprés (67), on a donc : 

ve e4f02 fej a Be : 
(73) Sz = Bamta| Dy Pe | Re sin* 6 
j 

Nous avons raisonné sur une onde incidente avec vibration 

électrique paralléle a ox. Si, au contraire, la lumiére incidente com- 


portait un champ électrique dont les composantes suivant oz et 
suivant oy aient des amplitudes hz et hy®, on trouverait aisément : 


te 4 2 4 
(74) S,p= semms| 2 aes . - (hz sin? 6, + h,®” sin? 6,) 
j 


Veg? — 


Dans le cas ot l’onde incidente est formée de lumiére naturelle, 
on peut poser hz® = hy? = h® et on trouverait comme précédem- 
ment (voir formule (13) de ce chapitre) : 


pat et : 2 4 
(79) a Sam| Du | “Fe HL + cost 0, 
j 


9. étant l’angle de la direction de diffusion avec oz. 
Comme en théorie classique, on obtiendra le flux diffusé au 
total en moyenne par intégration sur la sphére de rayon R. Dans 


le cas, par exemple, ot la lumiére incidente est naturelle, on trou- 
vera : 








Sret fey 2 eh? 
(76) sds 3m?ct NG [x Vij? — | ribs 
ch” : 
et comme 7], st Pintensité incidente I,, on a: 
Sret _ 48 
(77) = ga | | I, 
/ 


formule & comparer avec la formule (15) de la théorie classique. 
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5. Applications et remarques. — Comme dans la théorie classique 
deux cas particuliers sont trés importants : 1° celui ot toutes les 
fréquences vey sont trés grandes par rapport a la fréquence v de 
Ponde incidente, hypothése généralement réalisée si la fréquence 
v appartient au spectre visible ; 2° celui ou la fréquence v est trés 
supérieure 4 toutes les fréquences vj, hypothése généralement 
exacte pour les Rayons X assez durs et les Rayons y. 

Dans le premier de ces deux cas, en négligeant v? devant v*x;, 
on retrouve la porportionnalité de l’intensité diffusée a 4 ou 
A—*, c’est-a-dire la loi de lord Rayleigh. Dans le second cas, on 
pourra au contraire négliger les vs? devant v? et lon trouvera en 
tenant compte de la formule (71) de Thomas-Kuhn : 


Sret 
(78) l= aneal > fi u| Io = asa 2 


ce’est-a-dire la formule de J. J. Thomson pour la diffusion par 
électron et par suite la valeur 0,2 pour le coefficient massique de 


diffusion : en admettant que les vibrations diffusées par les divers 


électrons sont incohérentes. 
Les écarts des résultats expérimentaux a partir de la formule 


c F ee 
- = 0,2 pour les Rayons X mous peuvent encore s’expliquer 1¢1 


par le procédé de Debye en remarquant que, pour ces radiations, 
les ondes diffusées par les divers électrons ne sont pas incohérentes. 
Mais maintenant nous allons aussi pouvoir interpréter les écarts 
par rapport a la formule de Thomson pour les Rayons X trés durs 
et les Rayonsy. En effet, au début des calculs précédents, nous avons 
admis que la longueur d’onde de i’onde incidente était beaucoup plus 
grande que les dimensions de l’atome : or ceci n’est plus vrai pour 
les Rayons X durs et les Rayons y dont les longueurs d’onde sont 
de ordre de 10-® ou 10-° cm. alors que le diamétre de l’atome est 
de ordre de 10-8 cm. Il n’y a done rien d’étonnant a ce que les 
formules obtenues a l’aide de cette hypothése ne soient pas appli- 
cables dans le domaine de ces trés hautes fréquences. Bien au 
contraire, ce qui est curieux, c’est que ces formules (en particulier 


la formule < * — 0,2) soient encore trés bien vérifiées dans le do- 


maine des nine X moyens dont la longueur d’ onde (ordre de 
40-8 cm) est comparable au diamétre de l’atome. Avant la décou- 
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verte de l’effet Compton, ce fait paraissait tout naturel : on croyait 
alors que toute la diffusion des Rayons X avait lieu sans change- 
ment de longueur d’onde suivant le mécanisme classique et, 
comme en mesurant le coefficient d’affaiblissement par diffusion 


des Rayons X moyens on trouvait pour = la valeur 0,2 prévue 


par la théorie classique de Thomson, on était trés satisfait. Mais 
ensuite on a découvert l’effet Compton et l’on s’est apercu qu’il 
est déja trés important pour les Rayons X moyens. Alors le résul- 


tat expérimental obtenu pour le coefficient * de ces Rayons a 


paru inexplicable car l’affaiblissement total par diffusion que 
lon mesurait expérimentalement devait nécessairement com- 
prendre laffaiblissement par diffusion sans changement de fré- 


quence correspondant a un : égal 4 0,2 et, en plus, un affaiblisse- 


ment trés notable par diffusion avec changement de longueur 
d’onde ou effet Compton. Le coefficient total mesuré par les expé- 
rimentateurs aurait donc di étre notablement supérieur a 0,2. 
Cette difficulté est levée par la théorie quantique. Comme nous le 
verrons en étudiant l’effet Compton au chapitre vir, elle permet 
de prévoir la coexistence des deux sortes de diffusion avec et sans 
changement de longueur d’onde (effet Compton et effet Thomson) 
et elle montre que, pour les longueurs d’onde par trop courtes 


des Rayons X moyens, le coefficient massique global : d’affai- 


blissement par diffusion correspondant A l'ensemble des deux 
effets doit étre égal 4 0,2, ce qui est donné a l’effet Compton étant 
en quelque sorte retiré  l’effet Thomson. Nous remettons donc 
au chapitre vi examen détaillé de cette question. 

Avant de passer a la théorie quantique de la dispersion, faisons 
quelques remarques critiques au sujet de la théorie de la diffusion 
exposée au précédent paragraphe. Nous y avons calculé le rayon- 
nement diffusé par l’atome en nous servant de la quantité (£z)ee. 
Cet élément diagonal de matrice a été évalué a Paide des fonctions 
Yi qui décrivent l’état de ’atome sous l’action de la perturbation, 
mais ne correspondent pas a un état stationnaire. I] ne semble pas 
que cette maniére de procéder soit entiérement satisfaisante : 
il faudrait bien plutét considérer le systeme global atome + rayon- 
nement) et tacher de calculer la probabilité de la transition depuis 
Pétat initial ou l’atome est dans ’état stationnaire d’énergie Ex 
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et ot le photon est dans l’état correspondant a l’onde incidente 
jusqu’a l'état final ot l’atome est de nouveau dans l'état station- 
naire d’énergie Ex, le photon étant diffusé dans une certaine direc- 
tion. C’est ainsi que M. Dirac a procédé dans sa théorie des photons 
et ceci est certainement plus satisfaisant. 

Voici une autre remarque. Dans la théorie quantique, le mo- 
ment électrique Ex correspond a une matrice ayant une infinité 
d’éléments. Méme si nous supposons donné |’état initial d’énergie 
Ez de l’atome diffuseur, nous n’avons aucune raison de nous 
borner, comme nous l’avons fait plus haut, a considérer |’élément 
diagonal d’indices kk : nous devons nous préoccuper de tous les 
éléments d’indices kl avec 1 quelconque. Nous verrons au chapitre 
suivant que la considération de ces éléments conduit a expliquer 
les diffusions avec changement de fréquence (effet Raman et 
effet Compton). 


6. Théorie quantique par correspondance de la dispersion. — 
Dans la théorie quantique, on passe de la diffusion a la dispersion 
exactement dela méme facon qu’en théorie classique. Puisqu icic’est 
la grandeur (z)sx qui joue le réle de la grandeur @z de la théorie 
classique, la formule (67) nous donne pour la polarisabilité «’ : 





; e” fj 
(79) ¢ = fom 2 VEZ? — V2 
i 
d’ot l’on tire : 
; eN fej 
(80) nt = 1+ 4nNa’ =1+— > > ue — 


j 
du moins quand n est voisin de l’unité, la formule rigoureuse étant : 


n?—1 e2N > fei 
Yk 


(81) m+2° 3nxm z—v 


Si, au lieu d’avoir affaire 4 des atomes contenant chacun un seul 
électron comme nous |’avons supposé plus haut, on considérait 
des atomes contenant toute une série d’électrons, on pourrait 
supposer en premiére approximation qu'il est permis d’ajouter 
action des divers électrons. Soit alors mle nombre des électrons 
qui dans l'état initial de ’atome possedent une certaine énergie Ei ; 
on sera alors amené (si n est voisin de 1) a la formule : 


Ne fi Net yy nafs 
@ wait aD gait bes 
i ] y 
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On peut interpréter cette formule en disant que le produit mfy 
mesure la « contribution » des m électrons de la i* catégorie a 
Voscillateur fictif de fréquence vz. La somme des contributions 


des Z ayy n électrons de P’atome a tous les oscillateurs fictifs 


L 
est : 


(83) Y nfs = Dou Dd fa =2 
ij i ] 
d’aprés le théoréme de Thomas-Kuhn. 

En dehors de la remarque essentielle relative 4 la « distribution » 
des électrons entre les oscillateurs fictifs, remarque qui léve la 
difficulté créée par la valeur fractionnaire des nombres d’électrons 
de dispersion fournis par l’expérience, la formule (82) se préte 
a d’autres commentaires intéressants. 

Un premier commentaire porte sur une caractéristique de la 
formule quantique de dispersion qui nous parait aujourd’hui tout 
4 fait naturelle, mais qui a paru constituer un trés grand progrés 
quand MM. Kramers et Heisenberg sont parvenus avant le dé- 
veloppement de la nouvelle Mécanique a obtenir cette formule 
de dispersion par des considérations de correspondance. Cette 
circonstance c’est l’apparition dans la formule, comme fréquences 
critiques de dispersion, des fréquences de Bohr de l’atome consi- 
déré. Dans la théorie primitive de l’atome de Bohr il y avait en 
effet une grave difficulté au sujet de la dispersion. Tandis que les 
fréquences des raies émises ou absorbées étaient dans cette théorie 
définies par la loi des fréquences de Bohr v4 = Se le 
mouvement de l’électron sur son orbite permettait toujours de 
définir une fréquence de révolution qui n’avait aucun rapport 
simple avec les fréquences de Bohr ; or il semblait qu’une pertur- 
bation de l’atome par une onde électromagnétique extérieure 
aurait da faire intervenir les fréquences de révolution mécanique 
et non pas les fréquences de Bohr de telle sorte que, dans la for- 
mule de dispersion, les fréquences critiques auraient da coincider 
avec les fréquences mécaniques et par suite étre absolument diffé- 
rentes des fréquences d’émission et d’absorption. Mais lexpé- 
rience indique au contraire avec certitude que les fréquences cri- 
tiques de dispersion d’un atome coincident avec leurs fréquences 
d’émission et d’absorption. Par leurs considérations de corres- 
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pondance, MM. Kramers et Heisenberg étaient parvenus avant 
le développement des Mécaniques nouvelles 4 trouver la formule 
de dispersion (82) et a justifier ainsi introduction des fréquences 
d’émission et d’absorption comme fréquences critiques. Ce résultat 
fut alors considéré a juste titre comme un trés beau succés. 
Aujourd’hui la chose nous parait beaucoup plus naturelle car la 
nouvelle Mécanique ne reconnaissant plus l’existence d’une tra- 
jectoire de l’électron dans l’atome, ni par suite d’une fréquence 
de révolution, ne peut plus trouver comme fréquences critiques 
que les fréquences de Bohr. En fait, nous avons vu comment la 
théorie quantique retrouve naturellement la formule (82) de Kra- 
mers et Heisenberg. 

Un second commentaire relatif a la formule de dispersion porte 
sur les transitions qui y interviennent. Nous y voyons en effet 
figurer les vz; définies comme étant les fréquences de transition 
de Bohr. Si état k est un état excité, c’est-a-dire tel qu’il existe 
des états quantiques d’énergies Ej < Ez, il y aura a cété des fré- 
quences critiques d’absorption correspondant aux Ej; > Ex 
des fréquences d’émission pour lesquelles on aura Ex > Ej. On 
peut démontrer que les coefficients de répartition fj sont positifs 
dans le premier cas et négatifs dans le second. L’existence des 
termes correspondant aux fréquences d’émission dans la formule 
de dispersion ne peut étre mise en évidence qu’en employant par 
exemple un gaz ou les atomes excités sont en relativement grand 
nombre. L’expérience a été faite et a confirmé l’existence réelle 
de ces termes (Ladenburg). 

Voici encore une remarque intéressante sur la formule de dis- 
persion quantique : toutes les fréquences de Bohr de l’atome envi- 
sagé n’y figurent pas effectivement. En effet, pour qu’une fréquence 
vey figure effectivement dans la formule de dispersion, il faut que 
le facteur fz; correspondant soit différent de zéro. Pour cela, il 
faut et suffit que zs soit différent de zéro car prj = — 2nimMrGxK; 
est nul en méme temps que 2x et par suite la condition aj ~ 0 
entraine fx ~ 0 d’aprés (66) et inversement. Or la condi- 
tion aj >< 0 exprime que la transition k > j est possible 
avec émission ou absorption d’une radiation dont le champ élec- 
trique vibre parallélement a oz. Autrement dit, les transitions 
pour lesquelles 2; = 0 sont interdites par les régles de sélection. 
Ainsi dans la formule quantique de la dispersion ne figurent 
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effectivement comme fréquences critiques que les fréquences de 
Bohr figurant effectivement dans les spectres normaux d’émission 
et d’absorption de l’élément considéré. Les fréquences de Bohr 
qui n’interviennent pas normalement dans l’émission n’inter- 
viennent pas non plus dans la dispersion. Nous rencontrerons des 
résultats tout a fait différents en étudiant leffet Raman. 

Les formules de dispersion indiquées plus haut ne sont, bien 
entendu, valables ainsi que les formules de diffusion correspon- 
dante que pour les fréquences incidentes assez éloignées des fré- 
quences critiques. Dans les régions de dispersion anomale, il 
faudrait tenir compte de l’amortissement des oscillateurs fictifs 
qui se traduit en théorie quantique par une certaine « largeur » des 
niveaux d’énergie. Nous n’insisterons pas ici sur cette théorie 
assez délicate. 


CHAPITRE VI 


APERCU SUR L’EFFET RAMAN 


1. L’effet Raman et son interprétation par la théorie classique. — 
Nous allons aborder l’étude de la diffusion avec changement de 
longueur d’onde et nous commencerons par le phénoméne qui se 
manifeste dans le domaine optique, l’effet Raman, bien que chro- 
nologiquement il ait été découvert aprés l’effet Compton dont 
nous parlerons seulement au chapitre suivant. 

L’effet Raman consiste en ceci que, dans la lumiére diffusée 
par les molécules d’un corps, on observe souvent, a cété de la raie 
diffusée sans changement de longueur d’onde (diffusion de Ray- 
leigh), d’autres raies de fréquences un peu différentes. On cons- 
tate que ces raies ont une fréquence qui différe de la fréquence de 
onde incidente par une quantité caractéristique de la molécule 
diffusante et indépendante a la fois de la fréquence incidente et 
de la direction d’observation. Par exemple, en irradiant d’abord 
une certaine espéce de molécules par une lumiére de fréquence », 
on observera dans la lumiére diffusée la raie Rayleigh de fréquence 
v et d’autres raies de fréquences v — y4, v — vp,-.-, ¥ — ym. En irra- 
diant ensuite les mémes molécules avec une lumiére de fréquence 
y', on obtiendra la raie diffusée de fréquence v' et d’autres rales 
de fréquences v' — y4, v’ — v, ... v’ — ym avec les mémes valeurs 
de v;, v9, «+» mm que dans le premier cas. Au contraire, les quantités 
y,... vn Changeraient de valeurs si l’on faisait Vexpérience avec 
une autre sorte de molécules : elles sont done bien caractéristiques 
de la molécule diffusante et indépendantes de la lumiére irra- 
diante. Une étude plus approfondie du phénomene montre d’ailleurs 
qu’en plus de ces raies a fréquences diminuées, on apercoit parfois 
d’autres raies diffusées d’intensité faible correspondant aux fré- 
quences v + v4, ¥ + Ye...) ¥ + Yn. Tel est le beau phénoméne décou- 
vert en 1928 par Sir Venkata Raman et, depuis, trés minutieuse- 
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ment étudié par Raman lui-méme et ses éléves et par un tres 
grand nombre de physiciens parmi lesquels on doit citer en France 
MM. Cabannes, Daure et leurs collaborateurs et en Italie M. Ra- 
setti. 

Les fréquences 1, v..., vm sont des fréquences intervenant dans 
le spectre de bandes des molécules observées, c’est-a-dire corres- 
pondant a des mouvements de rotation ou de vibration interne 
de ces molécules. Les spectres de bandes étant des spectres com- 
pliqués, les résultats obtenus sur l’effet Raman sont dans l’en- 
semble assez complexes et ne peuvent s’interpréter en détail 
que si l’on reprend d’abord la théorie des spectres de bandes. 
Comme ceci nous entrainerait trop loin, nous n’entrerons pas ici 
dans l’analyse détaillée des résultats expérimentaux et de leur in- 
terprétation. Nous nous bornerons 4 quelques indications générales 
d’ordre théorique. 

Ainsi que l’ont montré MM. Cabannes et Rocard, la théorie 
classique permet de pressentir l’existence de l’effet Raman. En 
effet, si la molécule est animée d’un mouvement de rotation, les 
oscillateurs qu’elle contient vont étre entrainés par ce mouvement 
qui va se superposer au mouvement de vibration provoqué par 
Paction de l’onde incidente. Les composantes du moment élec- 
trique, au lieu d’étre, comme dans le cas de non-rotation de la 
forme : 


(4) R, = £,° sin Arve... 


v étant la fréquence de l’onde incidente et £,° la constante d’am- 
plitude, seront de la forme : 


(2) £, = A sin (2zv,t + 9) sin 2nvt... 


vr étant la fréquence de rotation de la molécule qui est toujours 
trés inférieure & vy. La formule (2) peut aussi s’écrire : 


A 
(3) #2 = 5 [cos (2x(v + vt + 9] — cos [2n(v — ve)t — g] 


et #2 a deux composantes harmoniques de méme amplitude > 


et de fréquence v — v, et v + vr. En théorie classique vr peut 
prendre n’importe quelle valeur, mais en réalité les fréquences 
de rotation vr de la molécule sont en nombre limité, fait dont 
Pinterprétation exige intervention des quanta. Cette théorie 
classique de l’effet Raman, bien que trés intéressante, est done 
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forcément incompléte puisqu’elle est obligée d’admettre une limi- 
tation des fréquences de rotation vr qui est étrangére aux concep- 
tions classiques. Mais il y a plus : les deux composantes harmo- 


5 —> 
niques de € ayant méme amplitude les intensités des rayonne- 


ments correspondants devraient, d’aprés les formules de la théorie 
classique du rayonnement, étre proportionnelles aux 48 puissances 
de fréquences v + vr et vy — vr. On devrait donc avoir: 


: I(v + vp v + v,\4 
(4) ie “A a ( 2 *) 


Le rapport au second membre de (4) est voisinde 1 puisque vr 
est toujours beaucoup plus petit que v, mais il est néanmoins 
supérieur A 1. La raie Raman déplacée vers les hautes fréquences 
devrait étre un peu plus intense que la raie Raman déplacée vers 
les faibles fréquences. Or l’expérience indique exactement le 
contraire : en accord avec l’esprit de la fameuse régle de Stokes, 
la raie déplacée vers les grandes longueurs d’onde (raie Stokes) 
est toujours beaucoup plus intease que la raie déplacée vers les 
courtes longueurs d’onde (raie anti-Stokes). Ceci montre d’une 
facon péremptoire l’inexactitude de la théorie purement classique 
de l’effet Raman et oblige ici encore a aller chercher du cété des 
quanta la véritable interprétation. 


2. Théorie purement quantique de Veffet Raman. Sauts de 
Smekal. — En face de cette tentative d’interprétation de leffet 


E 
1 AS SSC 
Ey 
A :2 
I E, 


Fig. 8. 


Raman par la théorie classique, on peut dresser une tentative 
d’interprétation purement quantique en partant d’idées exposées 
d’abord par M. Smekal, plusieurs années avant la découverte 
du phénoméne. Pour cela, on part de la considération du choc 
d’une particule contre un systéme quantifié, atome ou molécule. 
Le systéme quantifié possede une série de niveaux d’énergie que 
on peut représenter dans un schéma aujourd’hui bien connu, 
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par une série de traits horizontaux dont la distance verticale est 
proportionnelle a la différence des énergies des niveaux. 

Une transition est représentée par une fléche verticale partant 
du niveau initial pour arriver au niveau final. Cette fléche est 
dirigée vers le haut si énergie du systéme quantifié augmente 
pendant la transition et vers le bas dans le cas contraire. Ce mode 
de représentation étant adopté, on appelle « choc élastique » 
d’une particule contre le systeme quantifié un processus d’inter- 
action entre la particule et le systéme au cours duquel Ja particule 
est déviée de sa direction primitive sans que l’énergie du systéme 
ait finalement varié. On appelle par contre « choc inélastique » 
un processus d’interaction dans lequel il y a échange d’énergie 
entre la particule et le systéme quantifié. On a alors a distinguer 
deux sortes de chocs inélastiques. Il y d’abord les « chocs inélas- 
tiques de premiére espéce » ou « chocs ionisants » dans lesquels 
la particule céde de énergie au systeéme quantifié, celui-ci passant 
de l’état stationnaire d’énergie Ex a l’état stationnaire d’énergie 
plus élevée Er (fig. 8, fleche 1). Il y a ensuite les « chocs de seconde 
espéce » ou « chocs désionisants » sur lesquels l’attention a été 
attirée par Klein et Rosseland : dans ces chocs le systéme quanti- 
fié céde de l’énergie 4 la particule en passant d’un état station- 
naire initial d’énergie Ey 4 un état stationnaire final d’énergie Ex < 
Ei (fléche 2 de la fig. 8). Il est visible que, dans les conditions 
usuelles, les chocs de seconde espéce seront beaucoup plus rares 
que les chocs de premiére espéce. En effet, dans un ensemble 
d’atomes ou de molécules en équilibre thermodynamique, aux 
températures usuelles la trés grande majorité de ceux-ci se trou- 
veront dans l'état d’énergie minimum Ex a cause de la loi de ré- 
partition de Boltzmann d’aprés laquelle le nombre des atomes 

Ei 
ou molécules dans l’état Ei est proportionnel Ae *T. Pour ces 
atomes dans l'état d’énergie minimum, sera seule possible une 
transition avec élévation d’énergie, c’est-a-dire un choc de pre- 
miére espéce. Seuls les atomes ou molécules déja partiellement 
excités par leffet de l’agitation thermique et se trouvant dans un 
des états Ex, Em,... pourront étre ramenés a état normal par un 
choc de deuxiéme espéce, mais ces atomes-la sont tras peu nom- 
breux. Notons que la situation devient plus favorable aux chocs 
de seconde espéce quand on considére les chocs subis par une 
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assemblée d’atomes qui est soumise par ailleurs 4 une influence 
ionisante, par exemple qui est irradiée par un rayonnement ioni- 
sant. 

La théorie de Smekal consiste & appliquer les considérations 
précédentes au choc entre un photon et un systéme quantifié, 
atome ou molécule. Soit v la fréquence de l’onde incidente, hy étant 
Vénergie du photon incident. Le photon incident pourra subir un 
choe élastique sans changement de son énergie, ni par suite de sa 
fréquence, et ce sera le phénoméne de diffusion sans changement 
de longueur d’onde auquel s’appliquent les formules de Rayleigh 
et de Thomson. Mais il pourra aussi subir un choc inélastique et 
alors deux hypothéses seront 4 envisager : 1° le photon céde une 
partie de son énergie au systéme quantifié en élevant celui-ci 
du niveau énergétique Ex au niveau énergétique plus élevé Ex : 
son quantum est alors diminué de E; — Ez et il est diffusé avec 
Vénergie hy — (Ei: — Ex) ; d’aprés la correspondance quantique 


entre l’énergie du photon et sa fréquence, nous en concluons que 


i 
le photon diffusé a la fréquence v’ = v — = = vy — vik, ve étant 


la fréquence d’émission du systéme quantifié correspondant a la 
transition | > k. Il y a donc ici diminution de la fréquence par 
diffusion. 2° Le photon peut aussi recevoir dans le choc de l’énergie 
qui lui est cédée par le systéme quantifié si celui-ci est dans l'état 
Ei qui n’est pas l'état d’énergie minimum. Au moment du choe, le 
systéme passe alors del’état d’énergie Ei a état d’énergie moindre 
Exetle photon est diffusé avec l’énergie hy + E:— Ki, c’est-a-dire 


E; — E 
avec la fréquence v + ——— 


=v-+ vm, ve étant encore la fré- 
quence d’émission du systeme quantifié correspondant 4 la tran- 
sition 1 > k. Il y a donc augmentation de la fréquence par diffu- 
sion dans ce processus. Finalement, on voit donc qu’a toute raie 
de fréquence v contenue dans la lumiére incidente, correspondant 
dans le spectre diffusé des raies de fréquences v + vz, les oj, étant 
caractéristiques du systéme diffuseur. Ceci correspond bien a 
Veffet Raman. 
La théorie purement quantique de l’effet Raman a sur la théorte 
électromagnétique de ce phénomene Vavantage de serrer certaine- 
ment de plus prés la nature physique réelle du phénomene, 
mais elle a aussi un avantage plus évident : elle explique pourquoi 
les raies anti-Stokes de fréquences y + vm sont plus faibles que les 
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raies Stokes de fréquences vy — ve. Cette explication résulte immeé- 
diatement du fait que les raies de fréquences v + ve sont dues a 
des chocs de seconde espéce tandis que les raies de fréquences 
» — ve sont dues a des chocs de premiére espéce. C’est seulement 
la présence dans la matiére irradiée de quelques atomes partielle- 
ment excités qui permet l’émission des raies anti-Stokes et, ces 
atomes étant peu nombreux, les raies anti-Stokes sont trés faibles. 

On peut d’ailleurs rattacher la prédominance des raies Stokes 
4 des considérations générales d’ordre thermodynamique. On sait 
par les lois du rayonnement d’équilibre thermique qu’aux tempé- 
ratures usuellement réalisées 4 la surface de la terre, le maximum 
de la courbe de répartition spectrale des énergies de ce rayonne- 
ment est dans l’infra-rouge, les radiations du spectre visible étant 
de faible intensité. I] faut arriver 4 des températures de l’ordre 
de quelques milliers de degrés pour que le maximum en question 
soit situé dans le spectre visible. Si donc a la surface de la terre 
nous produisons un faisceau de rayons lumineux, les photons de 
ce faisceau ont toujours une énergie moyenne beaucoup plus 
grande que celle qu’ils devraient normalement posséder, étant 
données les conditions thermiques ambiantes. Or les échanges 
d’énergie tendent toujours dans l’ensemble a réaliser |’équilibre 
thermique. Les interactions entre un faisceau lumineux et la 
matiére dans les conditions usuellement réalisées 4 la surface de 
la terre auront donc dans l'ensemble une forte tendance a abaisser 
Pénergie des photons en les ramenant vers ]’infra-rouge. C’est 
cette tendance qui est exprimée par la régle de Stokes et c’est 
elle qui se trouve ici également exprimée par la prédominance de 
Ja diffusion Raman avec abaissement de fréquence sur la diffusion 
Raman avec élévation de fréquence. 

La théorie purement quantique de l’effet Raman a donc bien 
sur la théorie électromagnétique du phénoméne Ja grande supé- 
riorité d’expliquer la prédominance des raies Stokes et ce fait a 
une signification profonde. De méme que la théorie classique de 
Pémission considére toutes les raies du spectre d’un atome comme 
simultanément émises par chaque atome, de méme la théorie 
classique de l’effet Raman considére les raies Stokes et anti- 
Stokes comme émises simultanément par une méme molécule, 
d’ou elle tire la conclusion inexacte que les deux espéces de raies 
sont émises avec presque la méme intensité, les raies anti-Stokes 
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étant méme légérement avantagées. La théorie quantique au 
contraire, aussi bien quand il s’agit de l’effet Raman que de |’émis- 
sion, attribue la production des raies a des transitions de l’atome 
ou de la molécule d’un état quantique aun autre, chaque raie cor- 
respondant ainsi 4 un processus différent : elle prévoit done une 
différence d’intensité entre les raies Stokes et les raies anti-Stokes, 
Pétat initial correspondant aux premiéres étant dans les condi- 
tions usuelles bien plus fréquemment réalisé que les états initiaux 
correspondant aux secondes. Le fait que lVobservation est en 
accord avec cette prévision de la théorie quantique montre donc 
bien que la conception classique de |’émission est inexacte. 

Néanmoins, la théorie purement quantique de l’effet Raman 
fondée sur les idées de Smekal n’est pas non plus compléte car 
elle ne fournit aucune indication sur les intensités et la polarisa- 
tion. Cette lacune se trouve comblée par la théorie quantique par 
correspondance dont nous allons parler. 


3. Théorie quantique par correspondance de leffet Raman : — 
Dans la théorie quantique par correspondance, on rattache |’émis- 
sion des raies Raman aux éléments non diagonaux (fz)kj, avec 
k= j, du moment électrique de l’atome ou la molécule. 

Raisonnons toujours sur un systéme a un électron soumis a une 


a 
hy = he = 0. Nous prendrons l’origine des coordonnées au centre 
du systéme quantifié et nous négligerons les variations de phase 
de l’onde incidente dans l’étendue de ce systéme, ce qui est per- 
mis puisque l’effet Raman est un phénoméne relatif 4 la lumiére 
visible dont les longueurs d’onde sont tres supérieures aux dimen- 
sions atomiques. Dans ces conditions, nous avons vu (formule (60) 
du chapitre précédent) que, si le systéme est, avant la perturba- 


2 
= Eat. Nobiar 
tion, dans l'état stationnaire Y%° = ae * ~ ,ilpasse sous l’action 
de cette perturbation dans l'état représenté par la fonction : 


onde incidente dont le champ électrique est he = ha® sin nv(t—5); 


Pees eh® 
6) We=are® § +755 dlps)na? 
j 


ae or — hy att Bt 
| (Bethe (Be i 4B, — Eye i 
iy ae E;, — Ej — Av (Ex — E,)? — h?v? 
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les éléments de matrice (pz) étant formés a l’aide des fonctions 
non perturbées W;°. 

Cela étant, pour calculer la diffusion sans changement de fré- 
quence, nous étions partis de l’élément diagonal : 


(6) (2z)ke = — e Af W,*2W pdx dy dz 


qui correspond 4 la transition k > k, c’est-a-dire a absence de 
changement d’état du systéme quantifié diffuseur ou encore aux 
chocs élastiques du schéma de Smekal. Pour calculer la diffusion 
Raman avec changement de fréquence, il faut, comme le suggére 
ce méme schéma, considérer les éléments de matrice non diago- 
naux tels que: 


(7) (La)ix =— — ef ween dy dz 


correspondant aux transitions k > 1. I] est d’ailleurs facile de for- 
mer cette quantité a l'aide de l’expression (5) de Vx et de l’expres- 
sion analogue de Y%7. En effectuant ce calcul, on trouvera encore, 
comme dans le calcul de (£z)xe des termes constants et des termes 
en h” qu’on laissera de cété et l’on ne gardera que les termes du 
premier degré en h° contenant v en exposant. Avec ces simplifica- 
tions, on trouve : 
eh @27 (var + v)t 2rt(vzg — v)t 
(8))o: Rea =e, Leon ie os —_| 


e27t (ver — v)t e2™ (ved + v)t 
, (pee AP sd Se ae 
+ 2Peen | hy + hv ee hvy — hv | | 


jpop 
avec toujours ve = — vai = ——— RM 


Nous voyons ainsi apparaitre les exponentielles en e27(¥—valt 
et ev FW)! c’est-a-dire les fréquences Raman »v-k yz. Comme 
pour un état initial donné correspondant a un indice k, on doit 
considérer toutes les valeurs possibles de 1, on obtient bien la 
totalité des raies Raman. Néanmoins, il y a ici quelque chose de 
trés peu satisfaisant, ¢’est qu’en partant de l’état initial donné 
nous trouvons a la fois les raies de fréquences y + vp et y — ee 
alors que le schéma quantique de Smekal nous montre sieienent 
que nous devrions seulement trouver les raies de fréquences 
Y — Vx, ve tant positif ou négatif suivant que Er est supérieur 
ou inférieur 4 Ee. Ceci est trés grave car nous perdons ainsi le 
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bénéfice d’expliquer la différence d’intensité entre les raies Stokes 
et les raies anti-Stokes. On le voit aisément puisque les deux raies 
vy + yy paraissent ici émises a partir du méme niveau initial Ex. 
Cette difficulté est un des nombreux signes auxquels on peut 
reconnaitre que la théorie quantique par correspondance n’est 
pas fonciérement exacte et qu’elle suit de trop prés les routes 
frayées par la théorie électromagnétique. 

Pour utiliser la formule (8) sans tomber dans des difficultés 
relativement aux raies anti-Stokes, on peut alors écrire l’expres- 


sion de (£z)x en ne gardant que les termes en e2tv—vielt et en 
disant que ceux-la seuls interviennent si l'état initial est l’état 
d’énergie minimum ne permettant pas l’émission des raies anti- 
Stokes. En se souvenant que les matrices x et pr sont hermitiques, 
on pourra écrire (8) sous la forme : 

(9) eee eh) aonilyv—vat, > (2 y. bel 


4xmhy Veg + Y vf — VY 





Sur cette formule, on peut lire une particularité importante de 
Yeffet Raman. Comme d’aprés la formule (51) du chapitre 11, 
(pz)jx est proportionnel a zx, les numérateurs des quantités dans 
la parenthése sont égaux a 2yj Zr. Or les régles de sélection 
sont fondées sur le fait que ay n’est différent de zéro que si la 
transition | > j correspond a certaines variations des nombres 
quantiques définissant les états stationnaires. Par exemple, une 
importante régle de sélection est fondée sur le fait que le nombre 
quantique azimutal doit varier d’une unité en valeur absolue dans 
la transition | > j pour que 2y différe de zéro. Donec, pour que le 
produit xy xx differe de zéro, il faut que chacune des transitions 
| > j et j > k corresponde a une variation d’une unité en valeur 
absolue du nombre quantique azimutal. Il en résulte que la tran- 
sition | > k correspond a une variation de ce nombre quantique 
égale a0 ot A+ 2. La transition de 1— k est donc exclue par les 
régles de sélection si la raie Raman correspondante existe avec 
une intensité non nulle. En généralisant, nous arrivons donc ala 
régle suivante, tout a fait opposée a celle que nous avions rencon- 
trée dans l’étude de la dispersion : « Les fréquences ve qui inter- 
viennent dans le spectre Raman sont précisément des fréquences 
qui sont normalement absentes dans le spectre d’émission du 


corps considéré. » 
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La théorie précédente, abstraction faite de la difficulté relative 
aux raies anti-Stokes,est certainement trop schématique car elle 
est valable pour un systéme a un électron alors que les molécules 
donnant l’effet Raman sont des systemes beaucoup plus compli- 
qués. Elle donne cependant une sorte de vue globale du phéno- 
méne. On peut faire une théorie plus exacte du phénoméne, mais 
elle exige une étude préliminaire des états d’oscillation et de rota- 
tion des molécules de fagon 4 pouvoir faire intervenir les fonctions 
Y correspondantes dans le calcul des éléments de matrice. Ces cal- 
culs ont été effectués par divers théoriciens, notamment par 
M. Manneback, et il semble que les prévisions de la théorie soient 
convenablement vérifiées par les résultats expérimentaux. 


CHAPITRE VII 


L’>EFFET COMPTON 


1. Le phénoméne de Compton et son interprétation quantique. — 

Nous arrivons a l’étude d’un phénoméne trés important dont la 
découverte a exercé une action décisive sur l’orientation de la 
physique théorique contemporaine : le phénoméne qui fut mis en 
évidence par M. H. A. Compton en 1923, c’est-a-dire 4 ans avant 
la découverte de l’effet Raman. Comme Ieffet Raman, Veffet 
Compton consiste en une diffusion avec changement de fré- 
quence, mais tandis que l’effet Raman s’observe dans le domaine 
lumineux, l’effet Compton est caraccéristique des domaines X et 7. 
Une autre différence importante entre les deux effets est que, 
dans la diffusion Raman, chaque raie diffusée a la méme fréquence 
dans toutes les directions, fréquence differant par une constante 
vy de la fréquence incidente, tandis que dans l’effet Compton, 
la fréquence de la radiation diffusee est variable avec l’angle de 
diffusion, c’est-a-dire est une fonction de l’angle 6 de la direction 
de propagation de l’onde incidente et de la direction d’observation 
de l’onde diffusée. Enfin, dans le phénoméne de Compton, ilya 
expulsion d’un électron par la matiére diffusante (électron de 
recul) et cet électron, souvent observable, joue, comme nous 
allons le voir, un réle essentiel dans le phénomene. 

Les expérimentateurs qui s’occupaient de la diffusion des 
Rayons X, avaient dés longtemps remarquée que la radiation 
diffusée paraissait dans Yensemble plus « molle », c’est-a-dire 
de fréquence moins élevée, que la radiation incidente. Les expe- 
riences plus précises de M. H. A. Compton ont expliqué ce fait en 
montrant qu’a cété de la diffusion sans changement de longueur 
d’onde conforme aux prévisions de la théorie électromagneé- 
tique de Thomson, il y avait aussi une diffusion avec abaissement 
de la fréquence. Presque simultanément, MM. Compton et Debye 
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ont développé une théorie purement quantique de ce nouveau phé- 
noméne qui prévoit trés exactement la diminution de la fré- 
quence et sa variation avec l’azimut. Cette théorie repose sur la 
conception des photons dans laqueile le photon de fréquence »v 


posséde énergie hy et la quantité de mouvement - Elle envi- 


sage la diffusion comme un choc entre un des photons incidents 
et un des électrons contenus dans la matiére diffusante. On sup- 
pose l’électron initialement au repos. Le choc du photon va alors 
projeter l’électron avec une certaine vitesse ¢ = 6c dans une cer- 
taine direction faisant langle g avec la direction initiale du pho- 
ton tandis que celui-ci, par suite du choc, va étre dévié de sa route 
primitive et s’éloignera dans une direction faisant l’angle 9 avec 
la direction d’incidence ; de plus, comme le photon a cédé de 
énergie 4 l’électron, son quantum final hy, sera inférieur A son 
quantum initial hy, et variera suivant l’angle de déviation 4, 
d’ou résulte l’'abaissement de fréquence variable avec l’azimut 
de la diffusion. 





Fig. 9. 


Les quatre quantités v,, v), 9 et » sont liées par les quatre rela- 
tions que l’on obtient en écrivant qu’il y a dans le choc conserva- 
tion de lénergie et de la quantité de mouvement totale. Nous 
écrirons ces conservations en utilisant les formules de la Dyna- 
mique relativiste, ce qui donne 





hy sm hye 
C Vi_& Tea eel ad 
hy 
1 La eae ey oe te ae 
(1) 0 Feat PEGA WIR re nee 
moc? 


RVy = 


7 Rar moc + hvg. 
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En éliminant 9 entre les deux premiéres équations (1), on obtient 
la relation : 


hy \* hvg\* hv, vg m2? 
(2) (ey 4 (78) — 2 Be. 8 cos 0 = fer 
formule qui peut se lire directement sur la figure 9. 


Nous introduisons ici une notation classique dans cette théorie 
en posant : 


Fe 


hv» _* 
Mf Ny 





(3) a= 
OU: A, = < est la longueur d’onde de l’onde incidente tandis que 
0 


h i), 
he = ver est une longueur caractéristique de l’électron que Pon 
0 


nomme « la longueur d’onde de Compton ». En éliminant alors la 
vitesse ¢ = (c entre l’équation (2) et la derniére équation (1), on 
trouve : 
(4) ~2 


“eo = 4 + a(1 — cos 6) 


Yo 


1 + 2a sin? 5 


Telle est la formule qui donne, dans la théorie de Compton- 
Debye, la fréquence de la radiation diffusée en fonction de la fré- 
quence de la radiation incidente et de l’angle de diffusion. 

Comme expérimentalement c’est la longueur d’onde que l’on 
mesure, il est plus commode pour la comparaison a l’expérience 
d’introduire les longueurs d’onde et d’écrire : 


(5) hy = Ao (1 + 2x sin? 5) 


La variation de la longueur d’onde lors de la diffusion Compton 
dans la direction 9 est donc 


i) 6 
(6) Bhg = Ag — Ay = 2atho sin? hss Qe sin? 5 


‘La longueur d’onde de Compton, grandeur caractéristique 
de Vélectron, est numériquement égale a 0,0242.10—c.g.s. = 
0,0242 A. La variation de longueur d’onde par diffusion Compton, 
nulle pour § = 0, croit pour 9 croissant, atteint la valeur, 0,0242 
A pour 6 = 90° et tend vers 0,0484 A pour § tendant vers 180°. 
Ces résultats sont trés bien vérifiés par expérience et il est trés 
remarquable que la variation de longueur d’onde par effet 
Compton soit indépendante de la longueur d’onde incidente. 
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se produit la diffusion Compton. L’électron est animé avant le 
choc d’une vitesse ¢, = @,¢c dont la direction est définie par des 
cosinus directeurs a), by, Co ; NOUS appellerons g, l’angle de cette 
direction avec ox de sorte que d) = C08 9. Aprés le choc, le photon 
a la fréquence v, et se propage dans une direction de cosinus direc- 
teurs p, q, rfaisant langle 9 avec ox (cos§ = p) et l’angle w avec la 
direction initiale du mouvement de l’électron de sorte que cos » 
= da p + bq + cor. Enfin, aprés le choc, lélectron posséde 
une vitesse » = (6c dans une direction dont les cosinus directeurs 
sont a,, 5,, c, et qui fait angle 9 avec ox (cos 9 = a,). 





La conservation de l’énergie et de la quantité de mouvement 
pendant le choc permet d’écrire les équations : 





Moc? 

hy — 

os reset a aeaeat 

hvg MoPoe Gi hy moe 
(14) Pa aa aaa ar esr 
Moh oC mt z Pp ne _ Mfc _ b 
V1 — 82 0 1 — B2 uf 

MP oe hy, _ Mofc _ 





Vi-fe” 6 a" 
Entre les trois derniéres équations (11), on peut éliminer a, b, ¢ 
par la relation a? + 52 + c? = 1. Puis entre la relation ainsi obte- 


nue et la premiére relation (11), on peut ensuite éliminer B. Il 
vient aisément en employant toujours la définition (3) : 


(12) vg = Vo 1 — Po 608 9% 
1— fy cos w + 2a \/1— 82 sin? 5 


128 LA MATIERE ET LE RAYONNEMENT 


Mais la formule (63) nous donne seulement le rayonnement 
diffusé total concernant la transition k > 1. Pour un état initial k 
donné, / peut prendre toutes les valeurs, y compris la valeur k 
correspondant a la transition identique k—+ k. Nous aurons donc 
pour valeur de l’intensité diffusée au total par l’électron ato- 
mique en une unité de temps : 


8 4 
(65) GS sr SN) Salo. 
l 
Le théoréme de Wentzel consiste en ceci que ona: 
(66) > Ju = 1, 
l 


de sorte que (65) nous redonne la formule classique de Thomson, 
laquelle conduit, nous l’avons vu, a la valeur 0,2 du coefficient 


. . . . . o . . . 
massique d’affaiblissement par diffusion a Ainsi, si nous 
démontrons le théoreéme de Wentzel exprimé par la formule (66) 

° - . c 
nous aurons expliqué pourquoi on trouve pour - la valeur clas- 


sique 0,2 méme dans le domaine des Rayons X moyens ou effet 
Compton est notable. 

Avant de démontrer la formule (66), remarquons d’abord que, 
si nous avions négligé les déphasages introduits par le fait que la 
longueur d’onde n’est pas grande par rapport aux dimensions de 
l’atome, nous aurions eu, au lieu de (56), 


* 
i a)? ad 


c’est-a-dire que la diffusion serait nulle pour toutes les transi- 
tions kl avec l~k. Autrement dit, nous n’aurions trouvé quela 
diffusion sans changement de longueur d’onde. L’existence de 
Veffet Compton est donc liée aux déphasages en question. 

Posons maintenant : 


2 


(67) Ju = 


= Oy, 








bo 


4 


(68) j= 


Nous avons alors : 


(69) 2 Ju => 


l 


(v'u — vz). 


* : 
Jf ape ae "dx 


Posons maintenant par définition : 


(70) f = a%e" 


| 


2 
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du facteur.g = x. Un examen des valeurs numériques de ces diffé- 
rents termes pour les Rayons X montre que le dernier de ces 
termes est toujours beaucoup plus grand que les autres. Cette 
constatation permet d’abord de négliger (£y)u et (f)x devant 
(@c)% ce qui montre Vabsence de dépolarisation sensible dans 
la diffusion Compton des Rayons X moyens, conclusion vérifiée 
par des expériences de Kallmann et Mark. De plus,nous pouvons, 
dans l’expression de (£z)u négliger le terme provenant de la déri- 
vation de l’exponentieile, ce qui nous donne avec les notations 
déja employées : 
(60) (22) = — Sima | aj°*a,° e dxzdydz-e . 
D’aprés les formules de la théorie classique de la radiation, on 
trouve alors pour l’intensité rayonnée en un point situé a grande 
distance R de l’atome dans une direction faisant langle § avec 
axe des z: 
a 9x3 y/4 
(61) S. = S pi 
2ri 
eth®y'4 sin? 6 < — (v'u— vz) 
==: nae | RE | ap*a,"e c dt 
Cette formule est valable pour une onde incidente polarisée 
rectilignement dont le vecteur électrique est paralléle 4 l’axe des x. 
Si la radiation incidente est non polarisée, « naturelle », on a: 


sin? 0 | 2(@2)m | 2 


2 








aoe eth? v4 4+ cos? 6 : 


(©) Be sale or 








d’aprés un raisonnement déja plus d’une fois répété. 

Dans le domaine des rayons X pas trop durs, les variations de 
fréquence par effet Compton sont toujours faibles en valeur rela- 
tive : on peut donc y négliger tous les »y,, devant » et confondre 
v = v — vy avec v. Si l’on intégre alors l’expression (62) de S, 
pour toutes les directions 9 sur la sphére de rayon R, on obtient 
pour l’intensité diffusée totale : 


Sret ch® 8xet 


ee) la = gra J Ge = Smid Velo 

re ey lkey ; aoe 
I, étant Vintensité — de Vonde incidente et Ju étant donnée 
par : 


\ 2ri,, 2. 
(64) In | f attate (vu — va) 9 
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F (x, y, 2) n’étant sensiblement différente de zéro que pour z, y, et 
z compris entre — R et + R, si R désigne une mesure approxima- 
tive du rayondel’atome. Pour quel’intégrale de(57) ait une valeur 
différente de zéro, il faut que l’exponentielle n’ait pas un grand 
nombre d’oscillations dans les limites du domaine atomique. 

I] faut donc que les quantités : 


Segre Mena? amok y 
98) (a= +22) R, (sl +eh)R, (1 +72) R—iR 
soient au plus de l’ordre de 1. Or, pour les Rayons X moyens, 


la longueur d’onde A = < est sensiblement plus petite que le rayon 
R de l’atome : les quantités ee et sont donc beaucoup plus 


grandes que . et il en résulte que chacune des trois quantités : 


hy! ht S Ree he 
(59) a— EL Die, Si aust de ae Re bestest ces 


est beaucoup plus petite que chacun des termes qui la composent. 
Ceci exprime précisément la conservation approximative de la 
quantité de mouvement, conservation qui est d’autant plus 
exacte que 2 est plus petit. 


5. Théoréme de Wentzel. Comparaison de la diffusion Thomson 
et de la diffusion Compton : — Nous arrivons maintenant 4 la 
démonstration d’un théoréme important di a M. G. Wentzel, 
théoréme qui va nous expliquer pourquoi, dans le domaine des 
Rayons X moyens, le coefficient d’affaiblissement par diffusion 
g, fourni par la théorie classique de Thompson est un accord avec 
Vexpérience alors que, dans ce domaine, |’effet Compton se super- 
pose déja d’une fagon notable a la diffusion sans changement de 


fréquence. 
Reprenons tout d’abord l’expression (46) de (£)n. Comme !’opé- 


Fy Lary 
rateur est proportionnel a sz? On peut intégrer par parties. Le 


terme tout intégré étant nul, Vintégration par parties nous donne 
pourg=yetq=32 des expressions de (Zy)x et de (&z)ix conte- 
nant un seul terme qui provient de la dérivation par rapport ax 
de l’exposant de Y’exponentielle. Mais pour (£z)*, comme alors 
re Vintégration par parties donne deux termes l’un prove- 


nant de la dérivation de l’exponentielle, autre de la dérivation 
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et (en valeur absolue) de la quantité de mouvement et ceci suffit 
pour que nous puissions retrouver les formules de Compton et 
Debye. Le fait que les conservations ne sont ici qu’approxima- 
tives peut se comprendre si l’on remarque que nous avons négligé 
le mouvement pris lors du choc par le noyau de l’atome. 

Des formules précédentes, résulte que la raie Compton n’est pas 
strictement monochromatique. Son aspect spectroscopique est 
légérement diffus et cet aspect diffus doit s’accentuer quand k, 
croit par rapport a k,, c’est-a-dire, on peut le montrer facilement, 
quand l’énergie du quantum incident diminue par rapport a 
énergie de liaison initiale de]’électron. C’est bien ce qu’on observe 
ainsi la raie Compton diffusée par du carbone est nette si la radia- 
tion excitatrice est la raie Ka de l’ Argent 4 quantum relativement 
élevé : elle est au contraire diffuse si la radiation incidente est 
la radiation Ka du cuivre & quantum plus petit. Nous verrons 
plus loin que l’importance relative de l’effet Compton par rapport 
a leffet Thomson augmente avec la fréquence pour un diffuseur 
donné et diminue avec le nombre atomique du diffuseur pour une 
fréquence donnée. Utilisant ces résultats, M. Wentzel a pu dire 
que la raie Compton est d’autant plus diffuse qu’elle est plus 
faible par rapport a la raie Thomson. 

I] est intéressant de bien comprendre pourquoi le calcul pré- 
cédent di 4 M. Wentzel permet de retrouver la conservation de la 
quantité de mouvement. Pour cela, faisons un raisonnement moins 
rigoureux, mais plus rapide. Partons de la formule (46) donnant 
(€,)% et Supposons que l’état initial de l’atome est un état quan- 
tique dont la fonction d’onde ax n’est sensiblement différente de 
zéro que dans le domaine intérieur de l’atome tandis que l’état 
final sera représenté par l’onde plane monochromatique a® cor- 
respondant au mouvement final de |’électron libéré 


a A ' , , 
(56) a = Ce" oer eae 


L’onde (56) représente l’électron éjecté avec la quantité de 
mouvement p dans la direction de cosinus directeurs a’, Bowe 
Dans ces conditions, on aura en indiquant par le signe ~> la pro- 
portionnalité : 


(57) (tam f PreyaePl(scr'h)+ (e+ eR) (aye) Yaa 
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oe Pexposant dans l’exponentielle sous le signe [ dans (46) est : 


—|glr cos § — (k, +- tk,)r. L’intégrale en r dans (£%)x% est donc 


+ 6—(k } 
ey if ak  g|r cos 6—( tity] a v She a ae 
0 [= h |g|cos 8 — (k, + its) | 
comme le montre une intégration par parties. 
I] reste 4 intégrer sur 9 et sur 9. En posant a = — (k, + ik,) et 


b ays art | | 3 ff : P e 
= > ||, on a a effectuer une intégration du type : 


F(0, ©) sin F(6, ¢) sin 6d0d¢ 
“(a + 6 cos 0)3 0)8 


On peut développer la fonction F sur la sphére de rayon un en 


série de fonctions sphériques de la forme SY emPy" (cos 9) e’”? et 


m 
lon voit alors tout de suite, en intégrant sur 9, que seuls les 


termes pour lesquels m = 0 donneront une contribution non nulle. 

il erilicx/ 
reste une somme de termes de la forme 

eek et (a+ bz) 

cos 9). Si on intégre, on trouve comme terme essentiel un terme 


en (— k, — th + = oll 5 18l)- . Or k, est négligeable devant k, 


dz (avec x = 


si énergie de mice projeté est grande devant l’énergie de 
liaison de V’électron dans l’atome initial : c’est ce que lon voit 
aisément sur les formules développées de la théorie de l’atome. 
On voit alors que l’intensité de l’effet Compton aura un maximum 
trés prononcé pour : 


Qn 
(54) ky = = lg | 
ou ce qui revient au méme d’aprés (48) et (51) pour: 
(55) my = a —= a 








La formule (55) exprime la conservation en valeur absolue de 
la quantité de mouvement lors de l’interaction entre le photon 
et Pélectron. Comme, d’autre part, d’aprés (37) hv’ est égal a 
hy — FE, + Ex et que Ex est beaucoup plus petit que Ex par hypo- 
thése, on a aussi conservation approximative de l’énergie. Nous 
retrouvons donc approximativement les conservations de énergie 
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avec : 





Qn 
h 
ou ¢ et Ex sont la vitesse et l’énergie de I’électron dans l’état ou 
il est libéré du lien atomique. De 1a, on tire en remarquant que la 
variation du terme exponentiel domine toutes les autres : 


my = 2° VamE; 


(49) Px(aj°* az?) = g(9, @): ee (ky Ae tkg)r - 


Comme la coordonnée g est toujours proportionnelle a r pour 
9 et p donnés et que ~ aa < est indépendant der, on a 


g er 
r ax 


(50) = fil, ¢) 


Ceci étant noté, nous avons maintenant A effectuer Vintégra- 
tion qui figure dans Pexpression (46) de (£)% et, pour ce faire, 
il est commode de choisir habilement, comme l’a fait M. Went- 
zel, le systéme des coordonnées polaires r, 9, gy employé. 





Fig. 14. 


Appelons n un vecteur unité porté sur la direction oz de l’onde 
oases et n' un vecteur unité porté sur la direction de diffusion ; 
soit g le vecteur différence spars cH de limpulsion = du 


photon diffusé et de Pimpulsion ” — du photon incident. 
(51) g =n ——n— 


Prenons alors la direction gp Z comme axe polaire : 6 sera 
langle que fait la direction de @ g avec le rayon vecteur r = OM 
allant de Forigine au po d’ @intégration M. On a visiblement 
u=om =(n'- 7) eb eine re D’ou: 


=e —_ —- —> => 


(52) ei gee ees les pi RenT eae 
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nous trouvons aisément par (38) et (39) : 


42 2), — 2 SV PavQe , QiPs)e ] poniv 
_ (Fa)ue 4m Ee — v) 2g h(vey + | ea 


Nous pouvons ici introduire ’hypothése que l’électron ato- 
mique a une énergie de liaison faible devant celle du quantum inci- 
dent, c’est-a-dire que Ex et toutes les autres énergies Ej, y compris 
l’énergie finale Ex, sont faibles devant les hy. Cette hypothése est 
largement vérifiée pour les rayons X moyens et les éléments 
légers. On a alors trés approximativement : 


2h Ay 
(43) (fou = + ro [(pz)yQye are Quy(pz)jeler™™ * 
J 


D’aprés la définition méme des éléments de matrice, on a : 
5 vv : v 
—ZTL-~3 - = 
e e Dra? = (Dx) mkAn® 5 ge 6 (ext Fy +14) ay = : Qjxaj® 


m ] 


y v 
—2Ti-z os Qri—(azr+F 53 
| e . pra*= > (—pz)imam* ; qe ‘4 a apt= Qn Qua;* 


m J 


(44) 


d’ou l’on déduit aisément par combinaison : 


(45) ie nOa -Onzeel— i gerte Att hut 22 p,(a)*ar)de 
] 


en tenant compte du caractére normal et orthogonal des az’. 
En portant (45) dans (43), on trouve finalement : 


/ 
(46) (2% = — os if me (ax+fyty2)_—27i-~ 5 py e(ai*a,?)\dve™ 
Nous avons dans tout ce calcul admis implicitement que nous 
avions affaire a un atome a un électron du type del’atome d’hydro- 
gene. Nous avons a prendre pour ax la fonction propre correspon” 
dant a l’état initial que nous identifierons avec Vétat d’énergie 
minimum et pour a° une des fonctions propres du spectre con- 
tinu représentant l’électron libéré du lien atomique. Or on montre 
dans la théorie de l’atome d’hydrogéne que ces fonctions propres 
peuvent se représenter, du moins a une certaine distance du noyau 
par les formules : 
e ike? 
i 





(47) ayo = ce” a = f(9, ¢) 
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Avec px, nous devons maintenant former les elements de 
matrice correspondant aux composantes du moment électrique, 
c’est-a-dire les (£)%, mais ici va s’introduire le retardement da a 
la vitesse finie de la propagation des actions électriques. 

Représentons le domaine A formant l’atome et soit P le point 
trés éloigné de A ou nous voulons calculer a l’instant t le champ 
rayonne par la densité pu. 





Fig. 13. 


O est un point origine quelconque a l’intérieur de l’atome : 
nous avons supposé le domaine atomique sphérique, mais cette 
hypothése n’est nullement nécessaire. Soit py la densité dans 
Pélément dr quientoure le point M. D’apréslathéorie des potentiels 


retardés, la valeur de Px Qui se fait sentir en P au temps ¢ est celle 


qui correspond au temps ¢ — “. Or on a trés sensiblement, & cause 
du grand éloignement de P, r = R — uett —< = 1+ a -. 


Le retardement a done pour effet d’introduire: 1° un facteur de 


v 
R : ; 2k — u f 
phase en — % quiest sansimportance; 2° un facteure  @ qui va 


intervenir d’une facon essentielle dans le calcul du « moment élec- 
trique retardé » donné par: 


(39) (Lo) = { Vu (pie) ged 
t 


Soient a, 8, y les cosinus directeurs de OP. Nous avons: 
(40) uU= ar + By + yz 


«, y, 2 étant les coordonnées de M. Si nous posons : 


(41) Qu = J aoe ant (ant Py + ) gaydi 
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Si nous étions partis d’un état initial YW, nous aurions un état 
perturbé ¥; qui se déduirait naturellement de la formule (33) en 
y changeant k en I. Maintenant nous devons former les éléments 
de la matrice « moment électrique », mais il va nous falloir aussi 
ici tenir compte des différences de phase introduites par le fait 
que les dimensions de l’atome ne sont pas négligeables par rap- 
port a la longueur d’onde. 

La charge électrique d’un électron correspond a l’opérateur 
—e.1 et les éléments de la matrice correspondante sont : 


(34) ey = ef wets 


Les densités d’éléments de matrice qui vont jouer le réle de 
densité d’électricité dans la théorie quantique, sont done : 
(35) Px = — eW,*W, 

Pour k = l, on retrouve la quantité pxe Aensité moyenne de 
Pélectricité pour Pétat k. Calculons py a aide des Vx: et Vi cal- 
culées plus haut. Les seuls termes qui nous intéressent dans 
Pexpression de py sont ceux qui contiennent v en exposant de 
Vexponentielle, les termes en h” pouvant d’ailleurs étre négligés. 





Ar { F E;— Ex 
En se limitant 4 ces termes et en posant toujours i = Vp, 


on trouve : 


eh? «yy (px)j*e — 2ri(vix + v)t (pot) g*e2™" - | 
a) A ean ree m astae| h(vy + ) “2 h(vy — v) 








(pz) permy - vik)t (pxt)jxe —2ri(v+ >| 
0+ pa aE hadi BANS os ARE eS 
eas 5: ie Uap Ky Fy hy) 


Nous avons tne dans vex des exponentielles de fréquences 
y — vy et v + vy. Employant encore le procédé un peu artificiel 
qui nous a servi dans l’étude de leffet Raman, nous laisserons 
de cété les termes en v + vy qui correspondraient, d’aprés le 
schéma de Smekal, a des transitions a partir de l’état 1. En po- 
sant : 
(37) v= V— VE 

Nous aurons alors simplement aprés avoir remarqué que d’apres 
les définitions (24) la grandeur (pz+)j* est égale a (p2—)y : 


ely Y eee sed e2tiv't 


(38) Pile = Array h(vy — v) A(vaj + ) 
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tion propre de Popérateur Hamiltonien non perturbé H®°. On a 
erie 

Ye® = axe 

La présence de l’onde électromagnétique produit dans l’état du 
systéme quantifié une petite perturbation de lordre du terme 
perturbateur dans (23) et l’état perturbé peut étre représenté 
par la fonction d’onde : 
(26) Wy, = Wyo + we 

En substituant cette expression dans (23) et en négligeant les 
termes de l’ordre du carré de la perturbation : 





h 0 
(27) =e ve = H%(w,) + se ipstaad By hearer | 2+ }w,e 


Nous pouvons développer wx suivant le systéme des fonctions 
propres de H, 


2Qri 





edt 
(28) we = > ov play,zt) = DY o(aay,zye* 
j 7 
d’ou par aati dans Naya : 
2 
(29) Qri = at f= Pains + @-2* p+ lw, 


j 
En pecans par Yi°* et en intégrant, on a: 


hxc Fe “Bethy ae lain 
avec: 
z 
+ 2tiv- 
(31) (pz*)ix = fate TL ° px(ax®)dx dy dz 


En intégrant l’équation (30) avec la condition initiale ¢; (0). == 0, 


on obtient : 
Qri Qi 
= (Ex— Ej+Ay)t —— (Bx — By - Av 
i | (nme h =1) ik intoh ae ee »| 








32 ealetienia, A 
( ) g(t) = i EK; — Ei + hv Sinaheunliy Sas hee ates 
De la, on tire immédiatement : 
(33) We = ap0e2™Ext 
‘ are hot 2rt E 
ee y Vk y) ey) 
eee F ap] eee BM ipa spa EN 


— (Ps—)n(Ex — Ey — I) + (Det) Ex — By + Io) ss 
(Ex war Kk; Ne ton h2y 2 
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de diffusion devient inférieur & sa valeur classique et parait 
tendre vers zéro pour y croissant indéfiniment : elle doit méme 
pouvoir déterminer la forme exacte de la loi de décroissance de ce 
coefficient. 

Pour développer une théorie quantique par correspondance de 
la diffusion qui contienne l’effet Compton, nous devons dévelop- 
per A nouveau les calculs exposes a Vavant-dernier chapitre, mais 
en nous affranchissant de l’hypothése que les dimensions del’ atome 
sont petites par rapport 4 la longueur d’onde et en considérant 
non seulement la transition k > k qui correspond a l’effet Thom- 
son, mais aussi les transitions k > | correspondant au passage de 
Pétat initial k A un état final 1 ou l’électron atomique se trouve 
libre a Pextérieur de l’atome. On sait en effet qu'un systeme ato- 
miqne quantifié admet des états stationnaires formant une suite 
discréte et, de plus, une suite continue d’autres états ou l’électron 
est libre a l’extérieur de l’atome : les premiers sont la transposi- 
tion quantique des trajectoires elliptiques de l’électron autour du 
noyau dans le modéle de Bohr, tandis que les seconds sont les 
transpositions des trajectoires hyperboliques d’un électron autour 
d’un noyau. 

Nous partirons toujours de Péquation : 


Aol >: 


e h° Z ; 
(23) St oe HOE git aan 2no(t Y 2 pa) 


en supposant que l’onde incidente est rectilignement polarisée 
avec une vibration électrique paralléle a ox et égale a h® sin 2nv 


/ oat eb 
(¢ — ‘), mais cette fois nous ne pouvons plus négliger la variation 
c 


de z dans le cosinus. 
En définissant les deux opérateurs pz* et px~ par les relations : 
2 3 
ks Qty - hoa — 2n1v~ 


c. Pass sege 


Oe SiG teat ea en LE 
nous pouvons écrire (23) sous la forme : 


h® 


h ud — HW) + <= fee te A e 7 2tMy +] 


i Qri ot 
Nous partons toujours d’un état initial ou l’atome est dans un 
certain état stationnaire (généralement l'état le plus probable 


Sa oii i : , i. ; 
d’énergie minimum) représente par une fonction d’onde W2° fone 
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Mais en réalité, comme le coefficient d’affaiblissement mesuré 
expérimentalement correspond a4 l’ensemble de la_ diffusion 
Thomson et de la diffusion Compton, on devrait trouver 20, et 
non g». Nous verrons plus loin l’explication de cette anomalie 
apparente. Pour les trés grandes valeurs de vy, quand « devient de 
ordre de 1, la formule de Compton (mais non celle de Woo) rend 
compte qualitativement du fait que la diffusion, si l’on suppose 
alors négligeable la diffusion Thomson, décroit rapidement avec v 
de telle sorte que o devient notablement inférieure ac, pour les 
rayons X durs et les rayons 7. Nous allons passer maintenant a 
la théorie quantique par correspondance de l’effet Compton qui 
éclaire beaucoup de points restés obscurs dans les interprétations 
précédentes. 


4. Théorie quantique par correspondance de !’effet Compton. — 
Avant d’aborder l’étude de la théorie quantique par correspon- 
dance de l’effet Compton, résumons les résultats expérimentaux 
dont elle doit nous rendre compte. Elle doit d’abord nous redonner 
les relations d’énergie et de quantité de mouvement fournies par 
la théorie purement quantique et bien en accord avec les faits. 
Puis elle doit nous expliquer pourquoi, dans le domaine des 
Rayons X moyens, il y a coexistence de l’effet Thomson de diffu- 
sion sans changement de fréquence et de l’effet Compton avec 
changement de fréquence. L’expérience a montré que, pour une 
méme radiation incidente, le rapport de l’intensité de la diffusion 
Thomson a l’intensité de la diffusion Compton est d’autant plus 
grand que le diffuseur est plus lourd. Pour le Lithium par exemple 
la diffusion se fait pratiquement en entier par effet Compton tandis 
que pour le Cuivre, l’effet Thomson prédomine déja. Pour un méme 
élément diffuseur et des longueurs d’onde différentes de la radiation 
incidente, le rapport en question est d’autant plus grand que la 
fréquence est plus faible : en d’autres termes, plus le quantum 
de la radiation incidente est grand, plus est accentué le pourcen- 
tage de l’effet quantique de diffusion. La théorie a a rendre compte 
de tous ces faits. Elle doit aussi expliquer pourquoi le coefficient 
global de diffusion garde la valeur classique de Thomson méme 
quand la diffusion quantique de Compton entre déja en jeu d’une 
facon notable. Enfin, la théorie doit expliquer pourquoi, dans le 
domaine des Rayons X durs et des Rayons y, le coefficient global 
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arbitraire puisque cette constante est complétement étrangére 
a la théorie classique. De plus, cette théorie semi-électromagné- 
tique n’explique pas du tout l’apparition dans la chambre de 
Wilson des électrons de recul projetés latéralement. La théorie 
purement quantique de l’effet Compton est donc certainement 
plus voisine de la vérité. Mais néanmoins, la théorie semi-élec- 
tromagnétique a l’intérét de nous montrer que, méme pour le 
phénoméne franchement quantique qu’est l’effet Compton, les 
raisonnements avec la théorie classique ne sont pas dénués de 
valeur. De plus, elle a permis, comme nous allons l’expliquer, de 
trouver une premiére estimation des intensités dans l’effet Comp- 
fon. 

En effet, la théorie purement quantique du phénoméne de 
Compton ne pouvait fournir aucune indication sur les intensités. 
Mais on a pu, avant le développement de la nouvelle Mécanique, 
obtenir des formules donnant les intensités par des raisonnements 
approximatifs de correspondance. Par exemple, en relation avec 
la théorie semi-électromagnétique que nous venons de résumer, 
on a égalé le rayonnement global par effet Compton avec celui 
qu’émettrait d’aprés la théorie classique un électron animé de la 
vitesse 6c donnée par (20) dans la direction de propagation de 
Yonde incidente et vibrant sous l’action de cette onde. Grace a 
des raisonnements de ce genre, MM. Woo et Compton ont obtenu 
pour l’intensité diffusée & la distance r dans la direction 9 par N 
électrons subissant l’effet Compton, l’intensité de l’onde incidente 
étant I,, la formule : 

Nety [4 + cos? 6 + 2a(4 + 2)(1 — cos 0)2] 
(21) T= loans [T+ a(1 — cos 0) 
ou 7 est une constante que Compton pose égale a 1 et Woo égale 
a (1 + 2a). A partir de cette expression, on peut calculer le coef fi- 
cient d’affaiblissement par diffusion Compton, le coefficient 





, , - SrNe! . 
d’affaiblissement par diffusion Thomson etant % = 3797: 
on trouve ainsi : 
590 
(22) ¢=0a9 (Woo) ou o=7 vagy (Compton) 
Pour les faibles «, on a donc dans les deux cas a = 4%. Ceci 


pourrait paraitre satisfaisant puisque, pour les rayons X moyens, 


on trouve effectivement par les mesures expérimentales ¢ = 9%. 
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que l’électron diffuseur est animé de la vitesse Be = on dans la 


direction de propagation de l’onde incidente et en raisonnant a 
la maniére classique. 

Sur cette remarque, on a fondé la tentative théorique suivante : 
On suppose que, sous l’action de l’onde incidente, l’électron 
absorbe un quantum hy, et prenne la vitesse 6c dans la direction 
de l’onde incidente, puis qu'il rayonne ensuite conformément A la 
théorie classique énergie qui reste disponible. On calcule alors 
comme il suit. Dans un systéme de référence lié a l’électron, 
ronde diffusée est une onde sphérique ayant méme fréquence 
dans toutes les directions. Au contraire, pour l’observateur par 
rapport auquel l’électron était primitivement au repos, celui-ci a 


au moment de la diffusion la vitesse Gc : pour lui, l’onde diffusée, 


si elle a au total l’énergie <, étant entrainée avec la vitesse Ge, doit 
posséder d’aprés le principe de l’inertie de l’énergie la quantité 


W a) fiat; : ’ 
de mouvement F ees ne Les principes de conservation exigent 


alors que l’on ait : 


4 
\ine= met (iat) + 








(19) S ts 
hyo _ _Mfe_ , ef 
c 2h V1 ars Cc 
d’ou on tire aisément en éliminant « : 
vs a hy 
(20) b= (. = ms) 


Nous retombons bien sur la valeur (18) et nous voyons que la 
distribution angulaire des fréquences, calculée classiquement, sera 
bien donnée par la loi de Compton. Cette théorie semi-électroma- 
gnétique a été indiquée par M. C. T. R. Wilson et par MM. Bauer 
et Francis Perrin. Elle a été ensuite approfondie par MM. Fors- 
terling et Halpern. Ces derniers auteurs ont montré que dans la 
théorie classique, si l’on tient compte de la pression de radiation 
on arrive bien a la conclusion que l’électron se met en mnieenieae 
dans la direction de l’onde incidente. Mais, pour arriver 4 prévoir 
exactement l’effet Compton, il faut naturellement toujours intro- 
duire quelque part au cours du raisonnement la constante hk de 
Planck et ceci ne peut étre fait que d’une maniére tout a fait 
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sur l’effet Doppler et il y a dégradation du quantum par diffusion 
en accord avec la régle de Stokes. Nous retombons ici sur les con- 
sidérations thermodynamiques que nous avons développées au 
précédent chapitre 4 propos de leffet Raman. 


3. Théorie pseudo-classique de l’effet Compton. — On a tenté 
de donner de l’effet Compton des théories se rapprochant des idées 
classiques. Dans ces tentatives, on est parti de la remarque sui- 
vante : Supposons que |’électron diffuseur posséde la vitesse 9 = 
Be dans la direction de l’onde incidente de fréquence v. 





0 Direction d incidence 
Fig. 12. 


Un observateur lié a Vélectron attribue, par suite de leffet 
Doppler, 4 l’onde incidente une fréquence 


vi—# 
1+6 
(en tenant compte de la relativité). Si ’électron en mouvement 
avec la vitesse de translation fc se met a vibrer avec la fréquence 
y, sous l’action de onde incidente, il rayonnera, suivant la théo- 
rie classique, une onde dont la fréquence variera suivant les diffé- 
rentes directions a cause de l’effet Doppler par mouvement de la 
source. Dans une direction faisant langle 9 avec la direction 
d’incidence, la fréquence diffusée sera : 
vi —- 1—B 


Sit “~ "147 _—Beosd °1—Ff cos 


(16) De 


Si maintenant nous posons : 

= a 

(48) p=] <x 
a étant la grandeur définie par (3), on retombe sur la formule (4) 
de Compton. D’ou la conclusion : on peut retrouver la distribution 
angulaire exacte des frequences dans l’effet Compton en supposant 
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Si la vitesse initiale de l’électron est nulle ou assez faible pour 
qu’on puisse négliger 6, devant 1, on retombe sur la formule (4). 
Ce cas est usuellement réalisé car la vitesse des électrons dans la 
matiére est trés souvent petite par rapport a c et ceci explique 
pourquoi la formule (4) est pratiquement suffisante. 

Si 6, n’est pas négligeable, on voit que l’effet Compton subsiste, 
mais amoindri ; de plus, il s’y superpose un effet Doppler exprimé 
par les termes en “y. Pour étudier cet effet Doppler, il est commode 
de supposer l’effet Compton négligeable, ce qui a lieu par exemple 
si vy est faible et 2 négligeable. On aura alors : 

1 — f, cos 
(13) vp = % ipo 

Comme alors le mouvement de l’électron est peu perturbé 
par la diffusion, il est naturel de s’attendre a retrouver l’effet 
Doppler classique. C’est bien ce qui a lieu. En effet, pour l’électron 
qui fuit devant la lumiére incidente avec la vitesse (,c COS, la 
fréquence de l’onde incidente est modifiée par effet Doppler et 
possede (en tenant compte des termes relativistes) la valeur sui- 
vante : 

(14) sig 1 — Bo €08 9 
V1 — 6, 

L’électron se met donc a vibrer avec la fréquence y’ sans que son 
mouvement de translation soit modifié. L’observateur qui recoit 
la lumiére émise par cet électron vibrant et en mouvement dans 
une direction qui fait angie » avec la vitesse de Pélectron, lui 
attribue une fréquence égale a : 





(15) yy VIBE 

1 — 8, cos w 
toujours d’aprés les formules relativistes. En portant dans (15) 
expression (14) de v', on retombe bien sur la formule (43). 

La formule (12) montre que, par suite de l’effet Doppler, la fré- 
quence du photon peut se trouver augmentée au moment du 
choc. Il y a alors élévation du quantum contrairement A la régle 
de Stokes. Mais ceci exige que lélectron ait initialement une 
grande vitesse (@, de l’ordre de 1), ce qui est trés rare dans les con- 
ditions usuelles de température. Dans ces conditions usuelles 
Pélectron avant le choc est presque toujours au repos ou anne 
d’une vitesse faible par rapport ac: Peffet Compton prédomine ~ 


DE BroG.Lise 


8 
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lumineuse de fréquence v, elle va la réfléchir partiellement avec 
modification de la fréquence car elle est optiquement équivalente 
a une série de lames semi-transparentes en mouvement dans la 


direction p —>p. De plus, en raison de ]’espacement régulier des 
maxima de densité, la réflexion ne sera sensible que si la longueur 
d’onde de la radiation incidente et l’angle d’incidence sur les 
plans d’égale phase de la distribution électrique sont dans une 
relation telle qu’il y ait accord de phase entre les ondes réfléchies 
par les divers maxima de densité (comme dans la théorie de la 
réflexion des Rayons X par les cristaux). 

Pour simplifier exposé, nous remarquerons avec M. Schroé- 


dinger que si ut , Pz, Py et pe sont l’énergie (divisée par c) et les 


composantes de quantité de mouvement d’un corpuscule, ces 


quatre quantités forment, comme cela est bien connu, les compo- 
, hv ha h 
santes d’un quadrivecteur d’espace-temps. De méme, si =: — M et 


- sont l’énergie (divisée par c) et les composantes de quantite 


de mouvement d’un photon se progageant dans la direction a, f, 7, 
ces quantités sont encore les composantes d’un quadrivecteur 
d’espace-temps. 

Ceci rappelé, nous pouvons choisir un systéme de référence dans 
lequel l’onde de densité électrique soit stationnaire. Il suffit pour 
cela, en partant du systéme de référence primitivement employe, 
de prendre un nouveau systéme qui se meuve par rapport au 


: A Be, ir lik i aces ; W' — W Ane 
premier dans la direction p’ — p avec la vitesse ‘palate Dési- 
PP 


gnons dans ce nouveau systéeme : 


par W°p,°p,°p.° Vénergie et la quantité de mouvement de l’électron 
dans |’état initial 
par W°P,°P,PP,” l’énergie et la quantité de mouvement du photon 
dans |’état initial 
par W"p',°p',°p'2 Vénergie et la quantité de mouvement de l’électron 
dans l’état final 
par W°P’,°P’P’.o énergie et la quantité de mouvement du photon 
dans l'état final. 


Il est alors évident que W = W%, car la fréquence de l’onde de 


densité électrique (égale a : (W’? — W?)) est nulle dans notre 
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fusion Compton. Ces états sont représentés par des ondes ¥ de la 


forme suivante : 


Age == [Wt — pat — py — Pet) 
état initial : vy = ae 
(52) i 
L 
—- [W't — pz'x — py'y — pz’ 2]. 
état final: w’ — qe * 


L’onde Y + WY’, formée par la superposition de VY etde ’, 
correspond a la densité électrique moyenne : 


(53) p =e|W + w’|? = Cte 4 2la| |a’le cos = [(W’ — W)t — (pr' — pz)x 


— (py' — py)y — (pz' — pz)z + n' — o]. 


n' et 7 étant les arguments des quantités complexes a et a’. 





Pigiet 7: 


D’aprés (53), il y a donc une distribution périodique d’électri- 
cité moyenne qui présente des variations périodiques dans l’es- 
pace a un instant donné, ces variations se propageant dans la 


ROL eet ; Wee 
direction du vecteur p’ — p avec la vitesse ———=- de sorte que 
£ | p’— p | 


— W. 
. . h 
Soit A la distance de deux maxima consécutifs de p aun instant 
donné : c’est la longueur d’onde de l’onde de densité électrique. 
Cette longueur d’onde a pour valeur : 
h 
Ip’ —p 


Si cette distribution ondulatoire d’électricité recoit une onde 


la fréquence de la variation en chaque point est 


(54) nye 
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ordre portant sur 4 fonctions VY. La théorie de Dirac, ayant levé 
beaucoup de difficultés et fourni beaucoup de résultats intéressants, 
doit étre considérée comme la meilleure théorie relativiste et ondu- 
latoire de l’électron que nous possédions. La question s’est done 
posée, aprés le succés de la théorie de Dirac, de reprendre les 
calculs de M. Gordon en adoptant ce nouveau point de départ. 
Ceci a été fait par MM. O. Klein et Y. Nishina dans un mémoire 
trés connu (?). 

Nous ne donnerons pas ici les calculs assez longs de MM. Klein 
et Nishina. Nous donnerons seulement la formule a laquelle ils 
sont parvenus pour représenter l’intensité de l’onde diffusée par 
un électron dans la direction 9 4 partir de la direction d’incidence. 
Cette formule est la suivante 


(50) 1.(0) ee | 1 + cos? 6 a2(1 — cos 6)? “| 


=Vodmtct R2 [1-+-a(1—cos0) 8 [1+ (1-+-cos*6)[1-+-2(1—cos6 

Elle différe de celle de Gordon par la présence du dernier crochet. 
La différence entre les deux formules est donc de l’ordre de 2 
alors que la différence entre la formule de Dirac-Gordon et la 
formule classique est de l’ordre de a. 


v 
En multipliant l’expression (50) par 3 2xR sin 9 d§ et en inté- 
grant de 0 a x, on obtient le coefficient d’affaiblissement par 


diffusion rapporté 4 |’électron ; sa valeur est : 


One! so cae 


m2c4) a2 4+ 2a a 


4 1+ 3a 
log (4 +22) |+ 7,108 (1 +22) Poa 





(51) o.= 








expression qui différe de l’expression (49) de Dirac-Gordon par 
des termes de l’ordre de 2’. 

Cette célébre formule (54) de Klein et Nishina donne pour les 
rayonnements de fréquences trés élevees (Rayons 7) des résultats 
satisfaisants. Elle a joué un réle important dans les recherches 
modernes sur la Physique du noyau. 


3. Image de ’effet Compton d’aprés Schrodinger. — M. Schro- 
dinger a proposé une sorte d’image intuitive de l’interprétation 
de effet Compton par la Mécanique ondulatoire. Considérons 
état initial et Pétat final de l’électron dans un processus de dif- 


(1) Zeitschrift fur Physik. t. 52 (1929), p. 853. 
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Pour les hautes fréquences (a notable), le rayonnement diffusé 
est donc projeté vers l’avant. C’est bien ce qu’indique l’expérience. 
Si nous voulons calculer le coefficient d’affaiblissement par 
diffusion rapporté a un électron, il pourrait sembler qu'il suffirait 


d’intégrer la valeur de au donnée par (47) sur toute la surface 
0 


de la sphére de rayon R comme nous l’avions fait pour la diffusion 
sans changement de longueur d’onde. Ce serait 14 une erreur : en 
effet, quand un photon incident est diffusé, une partie seulement 
de son énergie se retrouve dans le photon diffusé, le reste passant 
a Pélectron de recul, et il en résulte que, quand l’énergie hy, est 
absorbée dans l’onde incidente, 1|’énergie hy, seulement passe 
dans l’onde diffusée. Pour trouver l’affaiblissement par diffusion 


Compton, il faut done multiplier Ic (9) par le rapport " qui est 


supérieur a 1, avant d’intégrer sur la sphére de rayon R. Le coef- 
ficient d’affaiblissement par électron est donc donné par : 


e4 sph 1 + cos? 6 ae 
(48) ce = sara R(t + a(1 — cos -27R? sin 6d6 


En effectuant l’intégration, M. Dirac a trouvé : 


are 1ta fait a) 1 
(49) tei Te [ae ae log (1 + 2a) 


On vérifie aisément que, pour 2 tendant vers zero, le facteur 


qui suit le signe x tend vers la valeur : de sorte qu’on retrouve 


Sret 


pour o, la valeur de Thomson 3mact {ui doit ainsi étre valable pour 





les longueurs d’onde beaucoup plus grandes que de. 


2. La formule de Klein et Nishina. — La forme relativiste pri- 
mitive de la Mécanique ondulatoire sur laquelle s’appuie la théorie 
de Gordon, s’est depuis lors montrée insuffisante. M. Dirac y a 
substitué sa belle théorie de l’électron magnétique qui contient 
a la fois les effets de Relativité et les effets de spin. Dans cette 
théorie, aulieu de prendre comme base une équation de propa- 
gation d’ondes du second ordre portant sur une seule fonction Y 
comme on le faisait dans la premiére Mécanique ondulatoire rela- 
tiviste dont nous nous sommes servis plus haut, on prend pour 
base un systéme de 4 équations aux dérivées partielles du premier 
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D’ou, en éliminant ¢’ entre (41) et (43) 
aA? 
(44) 1.(8) = (“) 1a(6) 
0 
formule qui permet de calculer I: (9) puisque la théorie classique 
nous fournit I, (9). La relation (44) est ainsi démontrée pour une 
vibration incidente rectilignement polarisée, mais elle est valable 
dans le cas général. 
En rapprochant (44) de (32), on obtient : 
is La(9) 
(45) LOS [4 + a(1 — cos 6)]° 
Considérons le cas ou la lumiére incidente est « naturelle ». 
Nous avons vu qu’on a alors. 
fe 11 
(46) Ta(9) = Ip-5 ea RB -(1 + cos? 6) 


En portant dans (45), on trouve done pour ce cas : 


e4 1 1 + cos? 6 
co I-(8) = Voomat* RE’ [fF a(f — cos OF 


I(0) 





Fig. 16. 


I, étant Pintensité dela radiation incidente. Telle est la formule 
obtenue par M. Gordon en accord avec le résultat antérieurement 
obtenu par M. Dirac. 

La formule (47) montre que, pour les valeurs par trop petites 
de «, le rayonnement vers l’avant, au voisinage de 6 = 0, reste 
celui qui est prévu par la théorie classique, tandis que vers l’arriére, 
pour § > 90°, il est trés affaibli. On a pour représenter 1(9) en 
fonction de 9 des courbes comme celles de la fig. 16. 
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Portant cette valeur (37) dans l’expression (28),ona nalement: 


1 

(38) Ar = mak (22) vos 2rg( — =) 

et des expressions analogues pour A’y A’, et V’ ot T, T, et T, 
remplacent T,. M. Gordon a montré que les T peuvent étre consi- 
dérés comme indépendants de la valeur numérique de la cons- 
tante de Planck, car cela revient a ajouter 4 l’expression des 
potentiels A’ et V' les composantes d’un gradient d’espace-temps, 
ce qui, on le sait, n’a pas d’importance. On peut donc écrire : 


| Az’ = Vv 6 c08 Irv («— =) ; Ad’ = \/v9 £5 cos ry (t— ) 


(39) 
] Ay’ = Vv bz cos 2rvp (« — 3) 5 V' =V v9 64 cos Irvp (« — =) 


les ¢ étant indépendants de la valeur de la constante h. 
Ici le raisonnement de M. Gordon devient trés élégant. Les 
champs électromagnétiques de l’onde diffusée doivent s’obtenir 


par des dérivations a partir des potentiels A’ et V’ et ces dériva- 
tions vont évidemment introduire un facteur v,. Done si.b désigne 
Pamplitude de lune quelconque des composantes du champ 
diffusé, on a: 


(40) hier 


¢ étant une quantité indépendante de la valeur numérique de h. 
L’intensité de onde rayonnée par effet Compton dans la direction 
9, étant proportionnelle a la somme des b2, est de la forme : 


(44) 1.(8) = v8! 


¢’ étant de nouveau indépendante de la valeur de h. Maintenant, 
si h était infiniment petit, le changement de fréquence par diffu- 
sion serait infiniment faible et l’on retomberait sur la diffusion 
classique. Si donc Ia (9) désigne Vintensité de la diffusion (natu- 
rellement sans changement de fréquence) prévue par la théorie 
classique pour la direction 9, on doit avoir d’aprés le principe de 
correspondance : 

(42) Ta(8) = Timm 1e() = lim (vg%’) 

—> 0 h—>0 


Or, quand on fait tendre h vers zéro, ¢' ne varie pas tandis que 
v, tend vers la valeur vy). Donc : 


(43) Ta(0) = v,3¢! 
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Ces équations expriment la conservation de la quantité de 
mouvement lors du choc tandis que la derniére équation (24) 
exprime la conservation de l’énergie sous la forme : 





(31) hv! x hy ence (= ue t) 
Vieoe 
Si nous remplacons v’ par la notation plus explicite vy, et v par 
Yop, nous retrouvons les équations qui nous ont servi au début du 
chapitre précédent pour établir la théorie de Compton-Debye 
et qui nous ont conduit a la formule : 


Lea Mg aa aS sha 
(32) “6 = 7+ a( — cos 6) (2 yi mat) 


Nous devons maintenant évaluer le produit W’. A’ qui figure 
dans la relation (28). Pour cela, écrivons le systeme des équations 
(30) et (31) sous la forme suivante : 


/ 





cos 9 + a, cos 9 


Qe 
| v1 — 8 
poate hvy 
(33) eam mage (ae ore (4 == 5 
1 
c= + ———— — | 
oe Vie 
ou 9 et g ont toujours le sens indiqué sur la figure 9. En multi- 
pliant la premiére équation (33) par cos 6, la seconde par sin 6 


et ajoutons. I] vient en remarquant que o =6+9: 








j ‘ 
(34) Pe ne ak eS 


vi-# 
En combinant la relation (34) avec la derniére équation (33), 
on trouve ensuite : 


4 — 2 cos’ 








(35) Vie = 1+ a(1 — cos 0) = ic d’aprés (32) 
1— 
En multipliant par m,c?, on obtient ainsi par (29) 
MC A v 
(36) ream 10 a 


et: 


: A ag o) 
ah Vwawar 0 \%o 
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——- 


De plus, il est évident que | Z(p) |? dpz dpy dpe représentant le 
nombre probable de particules correspondant a l’intervalle dpz 





—> 
dpy dpz, la quantité Eig dPz dPy dP. doit représenter le méme 
—> 
nombre de particules. Nous devons done remplacer Z(p) par 
—_> > > -> Zip 
Z{P) = ae et, de méme Z(p’) par Z(P) = Te Nous aurons 
done finalement : 
(26 bis) A,’ = 
Ti 5 R 
ec i T,Z(P).z/(P*) mis [> (Pz—Pz')— hy (8) | dpeon we 
BERS Jo VWaWa ty a Ae 


Mais, comme Il’intégration sur xyz ne donne un résultat différent 
de zéro que si Pz = Pz, Py = Py et Ps = P, simultanément, on 
trouve plus simplement : 


_ ec 7T,Z(B).z(B) 
2R J \/wWa.Wia’ 
Or |Z(P)|?dPz dPy dP: et |Z'(P)|? dPz dPy dP. doivent étre les 

poids statistiques des états qui se combinent dans l’effet Compton. 

Nous sommes donc conduits A admettre d’aprés (27) que le poten- 

tiel A’z correspondant a une transition Compton déterminée est : 

ec fe R 

28 A! = oR Tag tae 008 2m" (t— 2) 

( ) IR WA. W'd' : Cc 
On trouve des expressions analogues pour les autres composantes 

du potentiel avec cette différence que T, T,; ou T, y remplacent 

dip 
Pour obtenir a partir de ces formules générales la théorie de 


effet Compton sur un électron libre initialement au repos, nous 
devons poser : 


Oye. AE cos 2nv! ( pete :) dP,dP,dP, 


2 
Moe ; 


(29) W=m,c?;p=—0;W'= v7aer :p'= Trap A=t 8’ 1— Boos.’ 








¢ = 6c étant maintenant la vitesse de l’électron de recul et «’ 

langle de cette vitesse avec la direction de diffusion envisagée. 
Katee —_—> —_ 

La condition P — P’ nous donne alors : 








MoPr hy’ MoV hy’ mv hy! h 
(30 Sef ke eee tO Es ney 
) vi— B C Vig! U3 TAGE ice 
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Si «, 6, 7 sont les cosinus directeurs de la droite OM, on peut 
poser : 
(23) r= R— (xa + by + y2) 
trés approximativement. Nous devons remplacer r par la valeur 
(23) dans argument ¢ — : tandis qu’il suffit deremplacerr par R 


au dénominateur de (22). Posons alors avec M. Gordon : 











W+h Why W+h h 
P, = P:— c a; Py = DPy— c B; P,=)p:— + “y += 
/ Ul NY: , ! W' 1 ’ W' 
(24) aa rr ara Py = Py — =P ae oP Secret 
», W—-w +h 
PU Fee 


On trouve alors comme exposant de l’exponentielle qui, d’apres 
(22) et (20) figure dans Az : 


_= [ (Pz — Pz!) — he! (« nae =i 
xyz $ 


et l’on peut écrire : 


Qni R 
east he T,2(p)2(p') — be (PP) hv (--) | 
(2 ) 2 ~ DAER rice Jww' xyz 
dpz eee dp’. 
Ici M. Gordon introduit un artifice qui consiste a prendre les P 
et les P’ comme variables d’intégration a la place des p et des p’. 
Si v désigne la vitesse qui, dans la Mécanique relativiste, corres- 


_ > 
pond a la quantité de mouvement p pour Vélectron, on trouve 
aisément que le déterminant fonctionnel des p par rapport aux P 


> 
, étant Vangle entre la vitesse ¢ et la direc- 





est égal a 
4—- cos» 
c 


tion a, 6, y. De méme, le déterminant fonctionnel des p' par 
rapport aux P’ est égal a —, yg’ étant la vitesse corres- 
1 — — cos wv’ 
Cc 
/ / ’ it 
pondant 4 la quantité de mouvement p et w’ langle dev’ avec 
OM. Si done nous posons - 


Ul 


g / v / 
(26) A= 1— 7 cos; Biss /1 = 808 w 


dP,---dP,’ 
nous devrons remplacer dpz...dpspar —yyr__* 
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Ainsi donc, une solution quelconque de (8) peut s’écrire sous 


la forme : 
—> 


Zip) _-=8(p) 
—==e* “ dpdp,dp: 


(19) Yi = Cte f perry 
Vw(p) 


Partant de l’expression (19), c’est une simple question de calcul 
de former, d’apreés (5) la valeur de puz par exemple. En se bor- 
nant aux termes du premier ordre en Aj, on trouve : 

(20) 


Ct ff 1 T.e a [ (W-W')t-(pa- p'2)2—(Py-P' y)Y-(Pz-Pz)2+ iv t -= )] 
PU; = LER ww" 1 
WW 





> > 


x Z(p)Z(p')dp.dp,dp.dp'2dp'ydp' ; 
avec la valeur suivante de T, : 
Nu Bart 0 7 JED Ph ent! 
(21) T, =c hyo Ww Ww! = 
Pie ae a re 


Le symbole & signifie « partie réelle de ». 
On trouve des expressions analogues a (20) pour py, p et pe avec 
d’autres quantités T,, T, et T, 4 la place de T,. 


M 





Pour calculer les potentiels créés par ces distributions moyennes 
e aa at 
d’électricité et en déduire le rayonnement, nous devons calculer 
des expressions telles que : 


[ews] r 
' é a 
(22) A, (M) = ff t ae! 


Nous supposons le point M ou l'on calcule le potentiel trés 


éloigné du centre de la distribution. moyenne et nous posons OM = 
R. 
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a laide des formules (11), (13) et (14) et cette solution est bien 


déterminée, 4 un facteur constant prés, si l’on se donne le vecteur 
—> 


. > . os . He 
ppuisque W est déterminé a partir dep par la relation (10). La 
solution correspondant a une valeur donnée de ppeut s’écrire, 
si l’on néglige toujours les termes d’ordre supérieur au premier en 
A,, sous la forme : 


Qri 
jy (Wt— pot — pyy — Pz?) 


(15) W(p) = a(pye 


| ee eAgpz «< (21-3) el 
drive( pa") 


Les fonctions V ainsi obtenues fournissent un systéme « complet » 
de solutions de l’équation des ondes en présence de la radiation 
incidente, systéme qui se raméne au systéme des ondes planes, 
monochromatiques (9) quand A, tend vers zéro, comme cela doit 
étre. 

Il faut maintenant normer les solutions (15) par un choix con- 


a . 
venable des constantes a(p). Cette opération doit s’effectuer de 
facon que Si : 


ae Si) 
(16) = v= { Zia ap.dp,dp; 


est une solution quelconque de |’équation (8), obtonue par super- 
position de solutions du type (15), la quantité \Z(p) |? dpzd pyd pz 
soit la probabilité de trouver l’électron dans un état énergétique 
correspondant a l’intervalle dpz dpy dp:. Pour cela, il faut évi- 
demment que |’on ait : 


(17) f | Z(p) |?dpzdpydp. = 1 
—oo 
Dans son mémoire, M. Gordon démontre que !’on doit poser : 
2(p) Cte 
18 a “na + 
oa wip) 


la constante ayant une valeur qu'il n’est pas utile d’expliciter 
ici. On peut voir d’ailleurs que la proportionnalité de a’ a a vient 
de la présence de dérivées partielles par rapport au temps dans 
l’expression (5) de p. 
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présence de l’onde incidente assez faible pour qu’on puisse négliger 
les termes en A?. L’équation (3) devient alors : 


v= 0. 





| Arie z\o¥ | 4n*m,2c? 


En l’absence de lumiére incidente, le second terme de (8) serait 
nul et on aurait pour solutions les ondes planes monochromatiques 
de la forme: 


27 
9) pear’ [Wt — pot — pyy — Pe?) 


les constantes W, pz, py et pz étant liées par la relation : 
V2 
(10) = — (pP + py’ + pe’) = mic’. 


Ces ondes planes (9) représentent alors les mouvements recti- 
lignes et uniformes de l’électron, en l’absence de champ, mouve- 
ments ou l’énergie et l’impulsion sont liées par la relation relati- 
viste (10). 

Mais la présence de l’onde lurineuse se traduit par la présence 
du second terme dans (8). Cherchons alors une solution de la 
forme : 


(11) wv =ae’ 


ou a est une constante, solution généralisant la forme (9). En 
substituant (11) dans (8), nous obtenons une équation en S: 


2ni 47771 /aS\2 os \2 8x? e 2\as 
(12) 75 OS — alse) —> (=) | + ie 2 Ay cos 2m(1 —— :\= 
xyz 





ox 
2m 272 
ae 0, 
Essayons de prendre : 
(13) 5 = Wit — Pxt — Pyy — P22 oh c sin 2m a ‘). 


En portant (13) dans (12) et en tenant compte de la relation, 
on voit par des calculs faciles que (13) est solution de (12) sil’ona: 


é 
: - Aope 
(14) C= Go-8 


SPT ARE 
an (m—z) 


Donc, nous obtenons une solution de l’équation perturbée (8) 
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En développant l’équation (2), on obtient en tenant compte de 

la relation de Lorentz entre les potentiels : 
Arte ow Arie .aW  4n%fe? 
(3) OW + yy Az. + aS aV en + Fe [5 (A?— V2) + mere | =. 
xyz 

Telle est l’équation aux dérivées partielles du second degre 
que l’on a considérée, au début du développement de la Mécanique 
ondulatoire, comme étant l’équation d’ondes de !a Mécanique 
ondulatoire relativiste. 

De cette équation (3), on déduit facilement la relation de con- 
tinuité : 


avec les définitions : 





* 
Q i Me (v> —w+ 7) awe 
5) TMC ot at Moc? 
+ | pworad v* —W* grad ¥) — —— AvY* 
pu = nim, th ah ai Sin head ae MC : 


On peut donc considérer p comme la densité de probabilité de 


présence, remplagant le YY" de la Mécanique ondulatoire non 
—> 
relativiste, et eu comme la densité de courant de probabilité. En 


multipliant les expressions (5) par «, on obtiendra done la den- 
sité moyenne d’électricité et la densité moyenne de courant élec- 
trique. Conformément au principe de correspondance, nous devons 
prendre comme potentiels eréés par ces densités moyennes les 
expressions : 


Cie Para ra 
(6) va. fl dx ; Kaif ; dt, 


les crochets indiquant que ces potentiels sont retardes. 

Ces principes admis, nous allons appliquer l’équation (3) au 
cas d’un électron de charge « = — e soumis a l’action d’une onde 
lumineuse incidente que nous supposerons rectilignement polarisée. 
Nous savons qu’avec un choix convenable des axes, nous pouvons 
représenter cette onde incidente par les potentiels : 


(7) V= Ay = A, = 0 ee Ao cos 2nv( t — :): 


Nous supposons la perturbation exercée sur l’électron par la 


CHAPITRE VIII 


L’EFFET COMPTON (suite) 


1. Théorie ondulatoire relativiste de Veffet Compton sur élec- 
tron libre (Gordon). — Pour exposer la théorie de M. Gordon, 
nous devons d’abord développer quelques remarques prélimi- 
naires. La théorie voulant étre relativiste, il faut partir d’une équa- 
tion d’ondes relativiste. M. Gordon a employé l’équation d’ondes 
relativiste 4 une fonction VY que l’on connaissait déja a lépoque 
ou il écrivait son mémoire (1926) et qui depuis a été abandonnée 
en faveur des équations a 4 fonctions V de la théorie de |’électron 
magnétique de Dirac. Pour établir cette équation d’ondes, rap- 
pelons qu’en Mécanique relativiste, la relation entre l’énergie et 
les moments de Lagrange pour un corpuscule de masse propre my 
et de charge électrique ¢ dans un champ défini par les champs 


> 
électromagnétiques V et A est : 


1 
(1) peak ies eV2—™ (pe + = Az)? — mec = 0. 


xyz 
Dans le premier membre de cette équation, remplacons W par 


: : Soe A 
aaj ae Cb Pe Py et pe comme Whabitude par — Oni ag tC Appli- 
quons ensuite lopérateur ainsi obtenu a la fonction d’onde Y ; 
nous trouvons comme équation d’ondes relativiste : 


1 h od 2 hes c 2 
(2) E (5 FF yin Vv) —» (— at eS + . As) — mate |x = 0. 
xyz 


Cette équation d’ondes est obtenue A partir de la relation rela- 
tiviste entre l’énergie et les moments exactement comme Péqua- 
tion d’ondes relativiste, dont nous nous étions servi jusquw ici, 
avait été obtenue a partir de la relation Hamiltonienne entre 
Pénergie et la quantité de mouvement. 
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Si l’on considére des Rayons X de plus en plus durs, leur lon- 
gueur d’onde diminue et se rapproche de la longueur d’onde de 


Compton 2c. Il arrive un moment ov !’on ne peut plus considérer 


Y—“* comme voisin de 1. Si l’on se reporte a la formule (62) 


donnant Sx, on voit alors que, toutes choses égales d’ailleurs, 
le rayonnement diffusé par effet Compton doit alors diminuer 


/ 
. 4 v 
par suite de la décroissance de la valeur du facteur aie Comme 


d’autre part, pour ces fréquences élevées, le rayonnement diffusé 
avec changement de longueur d’onde est prépondérant, on déduit 
aisément des formules précédentes que le rayonnement diffusé 
total tombe au-dessous de sa valeur classique et diminue quand 
y augmente. On comprend done ainsi pourquoi la valeur réelle 
du coefficient d’affaiblissement par diffusion devient plus petite 


que la valeur classique : — 0,2 dans le domaine des Rayons X 


durs et des Rayons 7 et pourquoi l’écart augmente avec la fré- 
quence. 

Pour faire une théorie exacte, il faut se servir de formules de 
Mécanique ondulatoire relativiste 4 cause de la grande vitesse des 
électrons de recul, ce qui complique les calculs. Mais pour les tres 
hautes fréquences du rayonnement incident, Vénergie de liaison 
des électrons intraatomiques devient faible devant le quantum 
de la lumiére incidente de sorte qu’on doit pouvoir faire une 
théorie approximative du phénomeéne en considérant lélectron 
comme libre. Il est donc intéressant d’avoir une théorie ondulatoire 
relativiste de l’effet Compton sur électron libre d’autant plus 
qu’une telle théorie correspond 4 la théorie purement quantique 
de Compton et Debye. Cette théorie indiquée sous la forme ma- 
tricielle par MM. Breit et Dirac, a été développée par M. Gordon 
dans le cadre de la Mécanique ondulatoire. Nous allons en faire 
Pétude. 
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Il est visible que f est normée puisque ax? l’est. D’autre part, f 
peut se développer suivant le systeme des fonctions propres de 
VHamiltonien non perturbé sous la forme : 


(71) fr = » Anar’, 

l 
et il est visible que Au est précisément égal a lintégrale qui 
figure dans (69). Or on a évidemment : 


(72) 1 ok | f |?d= aay Pa es , A mkOm°d= =2 An* Amx®im 
_S | Au [2 
l 


Le dernier membre de (72) étant précisément égal a a Ji, le 


l 
théeoréme de Wentzel est démontré. 


D’aprés ce qui précéde, on voit que, plus les dimensions de 
Patome sont grandes par rapport a la longueur d’onde de |’onde 
incidente, plus l’effet Compton prend d’importance par rapport a 
l’effet Thomson. I] est évident que, l’effet Thomson étant propor- 
tionnel a | £% | #, effet Compton est d’aprés le théoreéme de 
Wentzel proportionnel a la quantité & 1 — | fix | 2. Le rapport 


2 
donne donc le rapport des intensités des deux phé- 


noménes de diffusion. On peut évaluer fiz en se servant des fonc- 
tions d’onde connues de l’atome d’hydrogéne. On trouve ainsi : 


{-— | Sy |* Bi, Ade a, 88 
is iG hhc we eee erm" — 


aes he , : 5 
ou Az‘ est la longueur d’onde E, correspondant a l’énergie Ex, Ac 


la longueur d’onde de Compton et 2 la longueur d’onde de l’onde 
incidente. Cette formule parait représenter convenablement les 
faits. Sans insister sur la vérification quantitative d’une formule 
qui ne peut étre qu’approchée,nous voyons qu’au mcins qualitati- 
vement, la théorie explique par la formule (73) pourquoi l’impor- 
tance relative de la diffusion avec changement de fréquence 
augmente avec la fréquence pour un élément donné (Ae constant 
et 2 variable) et diminue avec le nombre atomique croissant 
pour une fréquence donnée (2 constant et dx variant & peu prés 
en raison inverse du carré du nombre atomique). 


DE Broctie 9 
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A grande distance de BEtCDS, la forme f(r) a, nous l’avons vu, 


 /2 h Ex)r 
la forme asymptotique =e i <i d’ou pour ¥,,, la forme 
asymptotique : 


= [(Ex-+hy)t— /2m(Ex--hy)r] 





(35) Wy,1(Ex + hv) = Ctesin 6 cos 9 2 - pour—>oa. 


r 


L’expression (35) représente une onde sphérique divergente et 
correspond a l’émission de photoélectrons d’énergie hy + Ex. 
D’aprés les principes de la Mécanique ondulatoire, la probabilité 
pour qu’un photoélectron soit projeté dans la direction G, o est 
proportionnelle au carré de l’amplitude de l’onde ¥ pour cette 
direction, done proportionnelle a (sin 9 cos ¢)? = sin? § cos %9. Si 
l’on remarque alors sur la figure 19 que l’on a sin @ cos @ = cos a, 
on voit que cette probabilité est proportionnelle a cos’. C’est 
bien le résultat attendu. 

De 1a, on conclurait comme précédemment que le nombre des 
photoélectrons projetés dans les directions faisant des angles 
compris entre 9 et § + d6 avec l’axe oz est proportionnel a 
sin*9, conformément au résultat expérimental de M. Pierre Auger. 


4. Cas des Rayons X assez durs. — Pour les rayons X durs, 


on ne peut plus négliger les variations de l’exponentielle e _ ar 
dans le calcul de (pz—)z, 1, m; &. 

Nous traiterons ici le cas des Rayons pas trop durs pour les- 
quels on peut encore se contenter de poser : 


— 271 - \ 
(36) e ce 1 —Ini- 2 = 1 — Ini r cos 9 (a l’intérieur de l’atome) 


L’onde du spectre continu émise sous l’influence de la radiation 
incidente est de la forme : 


(87) Wp Y (PF) iv Bm; RV Im(hY ++ Ex) = 


lm 


= D faint + Ex)[14—%r7 : r cos 6] (— Ae ez dz-Wi,(hy + Ex) 
lm vl 


le signe ~» indiquant la proportionnalité. 

Comme nous l’avons vu plus haut, le premier terme du crochet 
donne dans lasomme Z un seul terme de la forme A,V,,,(hy + Ez). 
Quant au second terme du crochet, on peut montrer d’une facon 
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La forme de l’intégrale en 9 montre tout de suite que cette 
intégrale n’est différente de zéro que : 1° si m est égal 4 1; 2° si 
’on choisit le cosinus dans l’expression de Win(E). Si ces condi- 


2m 
tions sont réalisées, Pintégrale égale a f cos? odo vaut 7. Si l’in- 
0 
tégrale en 9 est différente de zéro, l’intégrale en 6 a la forme: 
wT 
f, P? (cos 9) sin? 6d9. Or Jes polynomes associés de Legendre sont 
0 


définis par la formule : 
(8) = Puy —(Vi— wt” (Puy) (w = 008 8), 
ou Pi(w) est le le polyndme de Legendre. Pour / = m = 1, on a 


donc: 


(29) Pu) = Vi— wt £ (P,(u)), 
ou: 
(29 bis) P,+(cos.0) = sin'0 ro (P,(cos 9)). 


Mais il est bien connu que P,(cos 9) = cos 6 de sorte que : 
(30) P,1(cos 6) = sin 6. 


L’intégrale en @ que nous avons a étudier peut donc s’écrire : 
TT 
(31) Hf P?(cos 6)P,1(cos 6) sin 0d. 
0 


Or les polynémes associés de Legendre forment un systéme de 
fonctions orthogonales sur la sphére de rayon un, c’est-a-dire que 
Yona: 


(32) f, Py™(cos 6)Py™’(cos 8) sin 6d6 = 0 (sauf sil = I’ et m = m’) 
Pour que notre intégrale (21) soit différente de zéro, il faut donc 
G6... 


Bref, avec les Rayons X mous, la seule transition photoélec- 
trique dont la probabilité soit différente de zéro est la transition : 


(33) Ve > Wy,(2y + Ep), 
Vi n(fy + Ex) étant pris avec le cosinus dans|’expression (25). Or, 
en prenant ainsi le cosinus dans (25), nous avons: 


Qt 
(34) Wy a(hy + Ex) = fp, + av (7)Pi(cos 9) cos ¢ ef id His 


2Qri 
5 erga (A: Ex)t. 
= fry + bir) sin 0 cos ge ® 
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initial Ye est un état correspondant a un quantum azimutal nul, 
un état s comme disent les spectroscopistes. C’est le cas notam- 
ment pour |’état de moindre énergie, l’état K. On a alors: 


2rt 

oe: Ext 
(21) Wy = gi(rje : a = g(r). 
c’est-a-dire que Yz est indépendant des angles 6 et 9 et possede 
la symétrie sphérique. Nous aurons alors a calculer la grandeur. 


+o 
(22) (Pz) Ry + hy,l,m;k =fif Qim™*(Ex + hy) p,(ax)dadydz. 


- Mais ici il nous faut distinguer le cas des Rayons X mous et 
celui des Rayons X plus durs. Nous allons consacrer un para- 
graphe a chacun de ces deux cas. 


3. Cas des Rayons X mous. — Par définition, nous appelons 
Rayons X mous ceux dont la longueur d’onde est grande par 


v 
; ; - ; —2ni-z 
rapport aux dimensions atomiques: l’exponentielle e * est 


alors sensiblement constante dans toute l’étendue de l’atome et, 
en placant l’origine au centre ds l’atome, nous pouvons la prendre 
égale 4 1. On a alors: 


h Od, h x h 
Tr 


(23) pz(az) =— or og a OM) 2 = — Fy el) Bin 8 cos @ 


et, par suite, d’aprés (22) : 
(24) (Pz) By + hv,l,m;k 


ee Gim*(Ex + hy)g'(r) sin 0 cos ¢-2xr? sin 6 dedédr. 
Or, nous avons vu que: 
(25) dim(Ex + hy) = fa,i(r)Pyn(cos 0)- 60, me. 
D’ot: 


(26) (Pz) my + hv,1,m;k 
te ee 2d si sin d { "Pin(cos A) sin*6d0 
=C ise g(r) f(r)r?dr P COS 9 oo, MP 2 Pa : 


En explicitant les valeurs de f(r) et de g(r), on peut voir que la 
premiére intégrale est convergente. Elle est égale 4 une constante 
et nous pouvons écrire 


2 : Te 
3 sin nye 
(27) (Pz) By + Av,i,m;k = ce. f COB & Gog MP asf Py"(cos 4) sin®0d9. 
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Pour t croissant, l’'intégrale précédente tend vers une constante, 
si toutefois ’intervalle AE ne contient pas la valeur E = Ex + hy, 
A cause de l’oscillation de plus en plus rapide du cosinus en fonc- 
tion de E. Done, pour ¢ tendant vers l’infini, on a asymptotique- 


ment : 
(17) lim € Pr(E, )aE ) = 0 sihv + E; est extérieur a AE. 
t>o 


Si, au contraire, l’intervalle AE contient la valeur E = Ex + hy 


on aura : 


(18) lim ¢ Pin(B,1)AE ) 
t—_>o 
e202 


. 4 : 2 
= 4nm2hy2 tim (| | (Pz) x51 m; k Cim(Ex — hy) Somes 


ae! 


+£4 _ cos ut 
du) 





en posant vu = = (Ex + hy — E) ; ou encore en posant = ut: 


+24 __ cosy 
2 


2 
e*h® 
~ 4nm@hy? 


2h” | 2 
~ AmPhy? | (Dz) By + hy,l, m; k | Cim(Ex + hv). 


dy 





2 
(19) 7m(E, t) Riss e1m(Ex + hy) i 


——_00 








On peut donc dire: 41° que la probabilité par unité de temps | 
pour l’électron atomique de passer dans |’état Win(E) n’est diffé- 
rente de zéro que sil’on a trés sensiblement E = Ex + hy ; 2° que, 
dans ce dernier cas, la probabilité de passage par unité de temps 
est proportionnelle & |(Px~)p, 4 hy,2 mm: kl 

La premiere de ces conclusions nous donne la loi photoélectrique 
d’Einstein. En effet, Ex qui est négatif n’est pas autre chose que 
le travail changé de signe qu’il faut fournir pour extraire l’électron 
sans vitesse de l’atome a partir de l’état initial. Si donc on pose 


Wi = — Ez, la relation E = Ex + hy nous donne la relation pho- 
toélectrique d’Einstein : 
Bien entendu hy doit étre supérieur 4 We puisque E est positif. 
We 


D’ot Vexistence de la fréquence seuil —~ au-dessous de laquelle 


h 
Peffet photoélectrique ne se produira pas. 


Mais maintenant nous allons pouvoir aller plus loin puisque 
nous connaissons la probabilité de transition photoélectrique. 
Pour nous en tenir 4 un cas simple, nous supposerons que ]’état 
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velopper w suivant le systéme des fonctions propres de l’atome 
sous la forme : 
(10) w =D ot) + DY) cin(E,t)¥in(B) 
j E,l,m 
la seconde sommation étant étendue au spectre continu. 
Posons, comme nous l’avons fait déja, la définition d’opéra- 
teur : 


Leo Lenin s 
(11) | meg eh ¢c 


En reprenant le calcul précédemment fait pour l’effet Compton 
et en tenant compte de la condition initiale ci,m(E, O) = 0, on 
trouve : 


bf E + hy)t 
eh® (Pz—)n,t, al: ° =F 4 


Cee) Gan 6 ie EE 
ot ona: 

—Ini~s 
(13) (Px )m,", msk = { auntB)e © prlax)dax dy dz 


dim(E) et az étant les amplitudes de V'im(E) et de Ve. 

La probabilité pour qu’au temps ¢, l’électron soit passé de son 
état initial YW, 4 un état final Y%»(E) correspondant a certaines 
valeurs entiéres de ] et de m et a une valeur positive de E com- 
prise dans l’intervalle E + E + AE est, d’aprés les principes gé- 
néraux de la nouvelle Mécanique : 


(14) Pim(E,t) = ihe | cim(E,¢) |?eim(E)dE 


cim(E)dE étant le nombre des fonctions propres d’indices 1 et m 
correspondant 4 l’intervalle E > E + dE. La probabilité de tran- 
sition par unité de temps s’obtiendra en posant : 


im /1 
(15) Tim(E,t) = » HAG Pin(Et) ) 


ce qui donnera ici : 


eh? \¥ tim 4 3 
(16) Tim( Et) == (sm) ss (3 Lap | (Px )p l,msk |? 


2[1 — cos a (Ex + Avy — E)t] 


(Kx + hy — EK)? cin(E)dE ) 
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cette question et nous adopterons sans plus de justification 
léquation (7) a la place de i’équation (6). 

Nous allons supposer que l’atome irradié, placé en 0 sur la 
figure 19, se trouve au début de la perturbation dans l'état quan- 
tique représenté par l’onde Wx, Wz étant une fonction propre de 
’Hamiltonien non perturbée (1). Nous voulons calculer la proba- 
bilité pour que, sous l’influence de l’onde incidente, l’électron 
atomique passe de l’état Vz & un état de mouvement libre a |’ex- 
térieur de l’atome, état qui sera représenté par une des fonctions 
du spectre continu de l’atome. Le spectre continu de l’atome 
correspond, en effet, aux valeurs positives de l’énergie E. D’ailleurs 
ces valeurs positives de E sont des valeurs propres dégénérées, 
c’est-a-dire qu’a une valeur positive donnée de E, correspondent 
plusieurs fonctions propres du spectre continu. En effet, a la 
valeur E correspondent les fonctions propres : 

2ri 


sin = EH 


(8) V1,m(E) = f(r) Pim(cos 4) (og my-e 


ou m et 1 sont deux nombres entiers assujettis seulement aux 
conditions 1 > 0 et m< 1; f (r) est une fonction du rayon vecteur r 
qui pour les grandes valeurs de r tend vers la forme asymptotique (?) 
CE Vimbr 
ae 
donc une onde sphérique divergente dont l’amplitude est fonction 
des angles 6 et 9. Pour chaque direction OM (voir figure 19), elle 
correspond a un mouvement rectiligne et uniforme d’énergie E. 
Le probléme que nous avons a résoudre est done de trouver la 
probabilité pour que, sous Vinfluence du rayonnement incident, 
Patome primitivement dans l’état Ys; passe dans un des états Vin(E) 
du spectre continu. 


. A grande distance de l’atome, Wi,m (E) représente 


Sous l’action de la perturbation due a Pirradiation, état de 
Patome devient : 


(9) ¥=V¥;+o 


w étant une petite modification de la fonction Ys. On peut dé- 





(*) Dans la théorie de la diffusion, nous avons écrit V',° au lieu de Wx. Ici, 
comme il n’y a pas de confusion a craindre, nous supprimons l’indice o. 

(?) En réalité, la fonction propre est la somme de Pexpression indiquée et 
de Pimaginaire conjuguée. Pour représenter l’émission d’un photoélectron, 


on ne conserve de la fonction propre que la partie ayant la forme d’une 
onde sphérique divergente. 
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L’angle a est, par définition, langle de bipartition. La répar- 
tition des photoélectrons reste d’ailleurs sensiblement symétrique 
par rapport au plan de bipartition. L’angle « est toujours petit, 
méme avec les Rayonx X trés durs, et il obéit aux deux lois sui- 
vantes : 

1° Pour un méme élément irradié et une méme énergie d’extrac- 
tion, angle « croit avec la fréquence v de la radiation incidente. 

2° Pour une méme fréquence v de la radiation incidente, langle 
a est d’autant plus petit que l’énergie d’extraction est plus grande. 

La théorie quantique par correspondance va nous rendre compte 
aussi de ces deux lois. 


2. Théorie quantique par correspondance de leffet photoélec- 
trique. — Pour faire par correspondance la théorie quantique de 
effet photoélectrique, nous allons partir de l’équation qui exprime 
la perturbation de |’état d’un atome sous l’influence d’une radia- 
tion incidente monochromatique. Nous prendrons toujours la 
direction de propagation comme axe des z et nous supposerons 
la radiation incidente rectilignement polarisée, la direction du 
vecteur électrique étant prise pour axe des 2. 

Nous savons que l’équation d’ondes de l’atome irradié est alors : 


h av aon’ 2 . 
(6) adi ee; = Hw a a ey cos 2m —_ =) pa) 
pz étant Vopérateur bien connu. Nous allons ici remplacer le 
cosinus par l’exponentielle dont il est la partie réelle et écrire : 


h av eho 2xiv(t—2) 
(7) dri Ot Fi H(¥) + oxmy e : 





px¥) 


Nous faisons ce changement parce que, sans lui, nous obtien- 
drions des termes n’ayant pas de sens physique que nous serions 
obligés ensuite de laisser arbitrairement de cété. Ici se révéle 
encore une fois le caractére peu rigoureux de la théorie quantique 
par correspondance qui doit adopter tantot Vexpression réelle 
des champs électromagnétiques, tantét leur expression complexe. 
Une bonne théorie de la lumiére devrait permettre d’écarter ces 
difficultés : nous avons des raisons de penser qu’elle devrait 
employer systématiquement les expressions complexes des champs 
électromagnétiques. Mais nous ne pouvons nous étendre ici sur 
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Cette loi en sin? @ est d’ailleurs évidemment valable pour une 
orientation quelconque de ox. Elle est donc valable pour une po- 
larisation quelconque de la radiation incidente et, en particulier, 
pour une radiation incidente naturelle. M. Pierre Auger l’a en 
effet vérifiée pour des Rayons X, non polarisés. 

Dans un remarquable essai théorique (1), MM. Francis Perrin 
et Pierre Auger ont montré que les lois de répartition précédentes 
peuvent se déduire de considérations de symétrie tout 4 fait indé- 
pendantes du mécanisme de leffet photoélectrique. Nous les 
retrouverons plus loin comme résultat de la théorie quantique 
par correspondance. 





g 


Fig. 20. 


Nous venons d’exposer les lois valables pour les Rayons X 
assez mous. Pour les Rayons X durs, on observe un déplacement 
de ensemble de la répartition des électrons vers Pavant, dans le 
sens de la propagation de l’onde incidente. Avec les Rayons X 
mous, le plan xoy est un « plan de bipartition », c’est-a-dire qwil 
y a autant d’électrons projetés vers l’avant que vers l’arriére par 
rapport a ce plan. Pour les Rayons durs au contraire, il yaun 
cone de bipartition dont les génératrices font un angle x avec ox 
dans le sens de oz. 


(*) Journal de Physique, t. VIII (1927), p.-92; 
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colatitude et de longitude. Quelle va étre la proportion de photo- 
électrons expulsés dans les différentes directions ? Ou, ce qui 
revient au méme, quelle va étre la probabilité pour qu’un photo- 
électron soit projeté dans une direction déterminée ? Naturelle- 
ment la théorie purement corpusculaire des photons ne peut pas 
répondre a une telle question puisque le vecteur électrique, dont 
la direction joue ici un réle essentiel, n’y est pas défini. 





J 


Fig. 19. 


Avant d’aborder la théorie, voyons d’abord ce que donne l’ex- 
périence. L’emploi de compteurs 4 pointes de Geiger ou de la 
chambre a détente de Wilson a permis 4 MM. Bubb, Kirchner et 
Pierre Auger d’étudier la répartition angulaire des photoélec- 
trons. Pour les Rayons X assez mous, ils ont dégagé la loi sui- 
vante : la répartition des photoélectrons pour une onde incidente 
polarisée rectilignement est de révolution autour de la direction 
du vecteur électrique ; autrement dit, la probabilité d’expulsion 
d’un photoélectron dans la direction OM ne dépend que de l’angle 
w de OM avec ox. Les résultats expérimentaux paraissent se bien 
exprimer en disant que le nombre des photoélectrons projetés 
dans une direction OM est proportionnel & cos*». Comme on a 
visiblement sur la figure 19 : cos » = sin 9 cos 9, le nombre des 
photoélectrons projetés dans les directions qui font avec oz des 
angles compris entre § et § + d9 doit étre proportionnel a : 


9 = 27 


if sin? 6 cos? 9-27 sin Odidy ~ sin® 0d4 


a 
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We 


pour ee bores Nemes h « « « « hy — Wx, 


hy — Wx ,hv — Wi 


K 


pour v< ae « « « « hy — Ws, 
hi Wa, be Wis hv We 


Si ’on peut mesurer l’énergie des diverses catégories de photo- 
électrons, on pourra : 1° vérifier la loi photoélectrique ; 2° obtenir 
des renseignements sur la structure des atomes irradiés par la 
détermination des énergies de liaison Wx, Wz, Wm, etc. Chaque 
catégorie de photoélectrons a son seuil photoélectrique bien net 
MEE La mesure des énergies des photoélectrons a lieu 
en les soumettant 4 un champ magnétique uniforme qui rend leur 
_trajectoire circulaire sans modifier leur énergie et en enregistrant 
le point d’impact de ces photoélectrons sur une plaque photo- 
graphique. La connaissance du champ magnétique, qui doit étre 
bien uniforme et soigneusement mesuré, permet de calculerl’ énergie 
des divers groupes de photoélectrons. La composition du rayonne- 
ment X incident étant connue, on peut aisément vérifier la loi 
photoélectrique et confronter les valeurs trouvées pour Wiz, Ws, etc., 
avec les valeurs résultant de l’étude du spectre X du corps irradié. 
L’accord a été trouvé excellent (Maurice de Broglie, 1921). Avec 
les rayons y, on peut aussi obtenir une tres bonne vérification de 
la théorie (Ellis, Thibaud). Quand la fréquence des radiations 
incidentes est inconnue, la relation photoélectrique peut servir 
a la déduire de énergie observée des photoélectrons. 

La relation photoélectrique d’Einstein entre la fréquence de 
Ponde incidente et l’énergie des photoélectrons expulsés est donc 
tres bien vérifiée et cette vérification apporte une forte confirma- 
tion & ’hypothése des photons. Mais d’autres questions impor- 
tantes se posent au sujet de leffet photoélectrique. Considérons 
en effet une onde incidente rectilignement polarisée : soit oz la 
direction de propagation et ox la direction du vecteur électrique 
de londe. 

Les photoélectrons produits par l’action de cette radiation 
sur une parcelle de matiére placée en 0 sont projetées dans toutes 
les directions, chacune étant caractérisée dans le systeme de 
coordonnées polaires d’axe polaire oz par les deux angles @ et g de 
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électrons ont des énergies comparables 4 W,. En se plagant a ce 
point de vue, on peut se rendre compte du fait qu’il n’y a pas inter- 
section, mais raccordement entre la courbe donnant W en fonc- 
tion de v et l’axe des abscisses ('). 

On voit par ce qui précéde combien est délicate l'étude exacte 
du phénoméne photoélectrique dans le domaine de la lumiere. 
Aussi, bien que ce phénoméne ait été le plus anciennement connu 
et qu il ait suggéré la théorie d’Einstein, le laisserons-nous ici de 
cété et fixerons-nous notre attention sur l'étude du phénoméne 
photo-électrique dans Je domaine des Rayons X et y. Dans ce 
dernier domaine, en effet, l’effet photoélectrique est beaucoup 
plus aisé a étudier et ses lois sont d’une grande simplicité. Comme 
tous les corps sont formés d’atomes contenant eux-mémes des 
électrons plus ou moins fortement liés, un rayonnement X de 
fréquence suffisamment élevée parviendra toujours a arracher 
ces électrons intraatomiques de sorte que toute matiére soumise 
a action de Rayons X suffisamment durs présentera toujours 
effet photoélectrique. De plus, pour chaque catégorie d’électrons 
intraatomiques, le travail d’ionisation, c’est-a-dire le travail 
qu il faut fournir pour libérer l’électron du lien atomique, est bien 
déterminé et généralement beaucoup plus considérable que le 
travail de sortie des électrons libres hors d’un métal : en parti- 
culier,il ne dépend nullement de l'état superficiel de la substance. 
La définition des fréquences-seuils est donc pour chaque catégorie 
d’électrons beacoup plus nette que dans le cas de la lumiére. 

Soit, par exemple, un corps simple dont les atomes possédent 
des électrons K fortement liés, des électrons L un peu moins 
liés.... jusqu’a des électrons N assez peu liés. En faisant agir sur 
ce corps des Rayons X de fréquence croissante, on doit observer 
ce qui suit : 


pour v< ae pas d’effet photoélectrique 
Ws Wu 3 ; <a 
LN Ce Da ay expulsion de photoélectrons d’énergie hvy— Wy 


pour 48 ta od ue « « « « hy — Wy, 
hy — Wu 


(‘) Voir Dusrince, New theory of the photoélectric effect. Actualités scienti- 
fiques, Hermann, 1935, fascicule n° 268. 
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qu’il est nécessaire de dépenser pour extraire de ce métal un 
électron initialement au repos, ou presque au repos, dans le métal. 
Un quantum de lumiere, en cédant son énergie hy a un tel élec- 
tron, provoque donc l’expulsion de celui-ci hors du métal avec 
énergie cinétique : 

(3) W =hb— WwW, 


A condition toutefois que l’on ait hy > Wp. La théorie d’ Einstein 
prévoit donc que le coefficient angulaire de la droite représentant 
W en fonction de v doit étre égal Ah: en d’autres termes, le coef- 
ficient k de la loi empirique (1) doit étre égal a la constante de 
Planck et c’est bien ce que l’expérience confirme. De plus, la 
théorie d’Einstein explique aussi l’existence d’une fréquence-seuil 


W 
(4) => 


de sorte qu’on peut écrire a la place de (3) : 
(5) W = hiv — vo) 


La fréquence-seuil ainsi définie est située dans le violet ou l’ul- 
tra-violet suivant les corps irradiés et correspond a une différence 
de potentiel de quelques volts. Elle dépend d’ailleurs sensible- 
ment de létat superficiel du corps irradié, ce qui rend assez 
délicate l'étude précise de l’effet photoélectrique dans le domaine 
de la lumiére. De plus une étude attentive de la relation réelle 
entre W et vy montre que cette relation ne reste pas linéaire jusqu’a 
W = 0: la droite qui représente W en fonction de v ne vient pas 
couper laxe des abscisses au point v = vp, elle s’infléchit au voi- 
sinage de cet axe de facgon a venir se raccorder asymptotiquement 
avec lui. Ceci peut s’expliquer en remarquant que, dans un métal, 
les électrons ne sont pas tous au repos et, par suite, qu’un certain 
nombre d’entre eux peuvent sortir du métal sans avoir recu 
énergie W, du photon incident. Cette complication serait com- 
plétement négligeable si, dans les métaux, les électrons libres 
suivaient la statistique de Boltzmann, comme on ladmettait 
naguére 4 la suite de Drude et Lorentz, car alors le nombre de ces 
électrons ayant dans le métal une énergie cinétique comparable 
a W, serait infime. Mais nous savons aujourd’hui que, dans les 
métaux, les électrons forment un gaz dégénéré suivant la statis- 
tique de Fermi-Dirac et il en résulte qu’un grand nombre de ces 


CHAPITRE IX 


L’EFFET PHOTOELECTRIQUE 


1. Généralités sur l’effet photoélectrique. — Nous voulons main- 
tenant étudier le phénoméne photoélectrique. Commengons par 
rappeler en quoi il consiste. Un morceau de matiére soumis a 
Virradiation d’une lumiére de fréquence suffisamment élevée 
expulse souvent des électrons dont la vitesse d’éjection dépend 
uniquement de la fréquence de l’onde incidente ; seul, le nombre 
de ces électrons dépend de l’intensité de la lumiére employee. Il 
existe un « seuil photoélectrique », c’est-a-dire une fréquence limite 
inférieure au-dessous de laquelle aucun effet photoélectrique ne se 
produit plus. L’examen de la maniere dont varie l’énergie des 
électrons expulsés en fonction de la fréquence de la radiation 
incidente montre que la relation est linéaire de la forme : 


k étant une constante que l’on peut déterminer en construisant 
le graphique qui représente la variation de W en fonction de v. 


La fréquence seuil vp est : 
Wo 
(2) oe 
M. Einstein a interprété le phénomene photoélectrique en 
admettant que la lumiére de fréquence » est formée de grains 
d’énergie de valeur hy, h étant la constante de Planck. Avec la 
lumiére proprement dite, leffet photoélectrique se produit 
pour les métaux dans lesquels on admet qu’il existe des électrons 
libres non engagés dans les liens atomiques. Ces électrons 
libres sont retenus dans Je métal par des forces électriques 
superficielles que lon peut représenter par une différence de 
potentiel existant a la surface du métal. Pour un métal 
déterminé, il existe donc en principe un certain travail W, 
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tron. Il ne faut pas oublier que les images ondulatoires de la 
nouvelle Mécanique ne nous permettent pas de décrire en détails 
a la facon classique les phénoménes sous leur aspect individuel, 
quantique et discontinu ; elles nous permettent seulement d’ob- 
tenir une représentation statistique et globale des possibilités. 
L’image proposée par M. Schrédinger est bien en effet une repré- 
sentation globale des échanges possibles d’énergie et d’impulsion 
entre électron et radiation par effet Compton. Mais cet effet est 
d’une nature trop spécifiquement quantique pour qu’une semblable 
image puisse nous en fournir une représentation intuitive vrai- 
ment assimilable aux représentations de la Physique classique. 
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En regardant la figure (18),on voit alors immédiatement que 
Yona: 


69) P,’° — P. 9— 2 4 sin 99. 
0 
D’autre part, compte tenu de (55), ona: 
h h : 
oe NN ee a de 
; Fics V (pz? — px)?-+-+- [p2” — p2| 


D’aprés (60) et (61), ’équation (57) est équivalente a : 
(62) Pz’? + pz = Pz® + pz. 
tandis que les relations (55) et (59) donnent 
(63) Py’ + py? = Py + py; Ps? + ps? = P,? + pe’ 


Enfin, comme on a v', = v%, c’est-a-dire W’° = W® et que 
Ww’? = W?, il vient : 
(64) Ww’? + W’e = W® + W*. 


Les formules (62), (63) et (64) expriment l’égalité des 4 compo- 
santes d’un quadrivecteur d’espace-temps. Ces quadrivecteurs 
sont donc égaux et l’on a, avec des notations dont le sens est évi- 
dent, dans tout systéme de référence Galiléen : 


Py’ + pe = Pz + Pz; Py! + py’ = Py + Py 


=) Pity =htp, WE Wow + wy. 


Or ces équations (65) expriment la conservation de l’énergie - 
et de laquantitéde mouvement lors du choc entre 1’électron et le 
photon et conduisent, nous le savons, aux relations de Compton- 
Debye. On voit alors, d'une fagon qui parait assez intuitive, 
comment la Mécanique ondulatoire retrouve les résultats de la 
théorie purement quantique de l’effet Compton. 

Néanmoins, il convient de se méfier un peu de ces images dites 
« intuitives » des théories quantiques. En réalité, Pimage préce- 
dente n’est nullement en accord avec l’intuition ou avec les con- 
ceptions classiques. La densité d’électricité périodique (53), qui 
nous a servi plus haut a représenter le phénoméne de Compton, 
est en effet obtenue a l’aide d’une superposition de l’état initial 
et de l'état final de l’électron et V’image tout entiére correspond 
a un état de régime bien différent de l’échange discontinu et 
quantique d’énergie et d’impulsion entre un photon et un élec- 
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nouveau systéme puisque cette onde y est stationnaire. Donec 

| p | et | p® | sont égaux et ces vecteurs font des angles égaux 
avec les plans nodaux et ventraux de |’onde de densité électrique. Si 
lon prend la normale a ces plans pour axe des 2°, on a la figure 
suivante : 





one cewes emgeceds eoece mass enenee 


On a donc : 

(55) Po? = — p's; py? = p'y’; p? = pie. 

Sur ce systéme de plans semi-réflecteurs réguliérement espacés 
de A,, tombe sous l’angle d’incidence § une onde de longueur 
d’onde ), (partie droite de la figure 18). Cette onde sera fortement 
réfléchie dans la direction de réflexion réguliére (comme il est 


indiqué sur la figure 18) si on a la relation de Bragg bien connue 
dans la théorie des Rayons X : 


(56) 2Av sin 99 = Xo 
obtenue en exprimant la concordance de phase des ondes dif- 


fusées ('). Cette relation peut d’ailleurs s’écrire aussi : 


Bs h 
(57) 2 % sin 09 = ne 
Puisquil n’y a pas de changement de fréquence par réflexion 
dans ce systéme de référence ov la distribution électrique est sta- 
tionnaire, nous avons : 


h ; 
(58) Pol ae Pa 
ou, en tenant compte des directions de propagation : 


(59) P,° =>: P23 P,°® => Pv P,° => Pp, 9, 


(*) Dans la formule compléte de Brace, on a au second membre Nho, n étant : 
entier. Ici, assez arbitrairement, on se limite au cas n — 1. 
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analogue qu’il donne naissance 4 un seul terme dela forme A,Y,,, 


(kv + Ex). Dans son livre Wellenmechanischer Erganzungsband, 
M. Sommerfeld a calculé le rapport 7 en se servant des fonctions 
2 


propres d’un atome hydrogénoide de nombre atomique Z, c’est- 
a-dire un atome dont le noyau porte la charge Ze et qui contient 
un seul électron, ou tout au moins dans lequel on peut considérer 
a part un seul électron. En appelant ¢ la vitesse du photoélectron 
et a le rayon du cercle K dans l’atome de Bohr, nous poserons : 
Qn | ——___— h? 

(38) et \/ 2m(hv + Ex) ; aay per Or 

En admettant que l’état initial est état d’énergie minimum, 
M. Sommerfeld trouve 





2 
367nv ies a : 
(39) Ynw lt + co ey. cos 6] sin 6 cos ¢. 
a? 


Malgré le caractére un peu grossier des approximations faites, 
on peut admettre que la formule (35) permettra de prévoir les 
grandes lignes du phénoméne. Si l’on forme la quantité |Wpa|? 
d’aprés (39), on trouve en négligeant toujours les termes en v’ 
comme on I’a fait en n (36) : 


36ny 2k cos 6 it. Fi 
(40) |W pn|? ~o se + ae aE 2 | sin? 6 cos? ¢. 





AE a2. 


On voit qu’on a toujours la méme répartition des photoélec- 
trons en 9 que pourles Rayons X mous,mais la répartition en 6 est 
modifiée. En effet, pour un angle g donné, la répartition n’est 


. ee Tv 
plus symétrique par rapport 44 = 5: Les angles inférieurs a 5 
sont avantagés par l’apparition dans le crochet du terme en cos6. 


Si nous désignons par §, = = — le complément de l’angle « de 





2 
bipartition (voir figure 20), cet angle 9, sera défini par : 
2t on |, iP 
A 
(41) f, cos? 9 de Balt sin 6d6 = if cos? ody ia z, sin 0d8 


soit, en supprimant aux deux membres l’intégrale en ¢ : 


367nv 2kcos6\ . i 36nv 2kcos8\ . ode 
(42) ls 4+ sin? 6d6 = [ i+ 3 \ sin : 
5e 45 Jo, 56 jo 2? 


a? 
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Posons 
(43) Saas ae z= cos0; 2, = cos 4,. 
k2 + a2 
Ona 
el ry 
(44) (4 + xx) (1 — x?)dx ={ Pi + xx) (1 — 2*)dz. 
bay -S.- 


D’aprés nos hypothéses (Rayons X pas trop durs), Pangle de 
. oo TT 
bipartition « doit évidemment étre petit : 9, est voisin de 5 et 


x, de 0. En effectuant les intégrations dans (44) et en négligeant 
les puissances de x, supérieures a la premiére, nous trouvons : 


% ; 
(45) a, = cos 6, = 7 = sina 
d’ou approximativement : 


(46) Pager es ode Se 


Pour étudier le résultat obtenu, il est commode d’expliciter 
k et a. On trouve alors : 


a Us e* 8x2m 


72 — 272met 











72 
(47) Be eB) + eb + Ext ee Z8) 
Or, si état initial de l’électron est l’état de moindre énergie, on 
sait que Ex est donné par la formule de Bohr (qui subsiste en Mé- 


canique ondulatoire) : 





2n*me* 
(48) 1B ae - 
On a donc simplement : 
Z?  — 8x2my 
2 =e ; 
(49) P+a=> 





En substituant cette valeur dans (46), il vient : 


_ 9 V2m(hv + Ex) 
(50) = 


Pour les Rayons X pas trop durs que nous considérons, la 
vitesse ¢ des photoélectrons est assez faible pour qu’on puisse 
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négliger les corrections de relativité et écrire la formule d’Eins- 
tein sous la forme : 


(51) ; me? = hy + Ex 
ce qui permet de remplacer (5) par : 

9 
(52) hire 


D’ailleurs, la formule (50) nous donne tout de suite les deux lois 
révélées par l’expérience dont nous avons parlé a la fin du premier 
paragraphe car on y voit que 

1° pour Ex donné, « croit avec v. 

2° pour v donné, « décroit quand l’énergie de liaison — Ex aug- 
mente. 

Physiquement l’origine de l’inclinaison vers l’avant de la ré- 
partition des photoélectrons doit étre cherchée dans l’existence 
d’une quantité de mouvement du photon incident. Cette quantité 
de mouvement qu’on peut négliger pour les Rayons X mous 
devient appréciable pour les Rayons X plus durs et communique 
aux photoélectrons une composante de vitesse vers l’avant, d’ou 
Pinclinaison vers l’avant de leur répartition. On peut voir avec 
M. Sommerfeld qu’on obtient de cette fagon un accord au moins 
qualitatif avec la formule (52). En effet, si on admet qu’en !’ab- 
sence de quantité de mouvement du photon incident, les photo- 
électrons n’auraient pas en moyenne de composante de vitesse 
perpendiculaire 4 xoy (fig. 20), il est naturel d’admettre qu’en 
présence de cette quantité de mouvement un photoélectron émis 
dans la bipartition avec la vitesse ¢ doit avoir une composante de 
quantité de mouvement le long de oz égale ala quantité de mouve- 


ment ” du photon incident. Si ’on admet cette hypothése et si 
c 


la vitesse des photoélectrons ¢ est assez faible pour qu’on puisse 
-négliger les corrections de relativité, on aura : 


: hy 
(53) my sin a = — 
ou, puisque a est trés petit, sensiblement : 
hy 
(54) eh 


d’ou I’on tire en tenant compte de la relation d’Einstein 


5 mt — By 4 
(55) @ = 5 


4 
si Ex « = me? 
mc¢ 2 


Ses 
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La formule (55) différe par un facteur : de la formule (52), mais 


elle est analogue. 
Nous avons obtenu (formule 40) : 


(56) Py, ~ [1 + % cos 6] sin? 0 cos? 9. 


L’émission des photoélectrons dans un méridien passant par 02 
est maximum pour la valeur de 9 qui annule la dérivée : 


(57) = [(1 + x cos 6) sin? 6] = 2 sin 6(cos 6 + x cos? 6 —% sin? 6). 


Comme le maximum cherché correspond pour les Rayons X 
«Ke TT . wT 
pas trop durs 4 un angle @ voisin de 5) nous pouvons faire 0 = 5 


dans les termes contenant la petite quantité x. On trouve aisément 
comme solution de (57) : 
(58) COS 0max = 5 ou Qmax = : — a 

Comme d’aprés (46), angle de bipartition est égal a ~, nous 
voyons que la direction du maximum d’émission photoélectrique 
est projetée vers lavant d’un angle double égal a5. On peut 


d’ailleurs vérifier que la forme d’ensemble de la courbe de répar- 
tition n’est pas sensiblement modifiée par sa projection vers 
Pavant et l’on a la courbe suivante : 





Fig. 24. 


Naturellement toute la théorie précédente est assez approxima- 
tive a cause de l’emploi des fonctions propres de l’hydrogéne. 
De plus, dés que les Rayons X considérés deviennent durs, l’ap- 
proximation exprimée par la formule (36) n’est plus valable et il 
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faudrait alors faire une théorie plus exacte. D’autre part, si Pétat 
initial n’était pas un état s, cet état initial ne serait plus isotrope 
et sa symétrie réagirait sur la symétrie de effet photoélectrique 
obtenu. La aussi des calculs plus compliqués seraient nécessaires. 
Néanmoins, M. Wentzel a pu démontrer que, pour les Rayons X 
mous, la loi en cos*» reste exacte pour un état initial quelconque 
et un radiateur non cristallisé par suite de l’orientation au hasard 
des atomes dans une substance amorphe. 





5. Absorption photoélectrique des Rayons X. Quand un 
faisceau de Rayons X traverse la matiére, il s’affaiblit par suite 
des effets photoélectriques qu’il y produit. Cet affaiblissement se 
traduit par une loi exponentiolle de décroissance de l’intensité 
avec l’épaisseur traversée de la forme : 


(59) I = I,e—#* 


qui correspond a l’affaiblissement dl = — yI,dzx dans l’épaisseur 
infinitésimale dx. La constante » est le coefficient linéaire d’ab- 
sorption photoélectrique. Si l’on considére une tranche de matiére 
de base égale a l’unité perpendiculaire a la radiation incidente et 
d’épaisseur dz, on aura: 

dE 


(60) Sacre pda 


ie étant le rapport de l’énergie absorbée dans la tranche par le 


processus photoélectrique 4 l’intensité incidente. Si N est le 
nombre d’atomes de la substance supposée homogeéne par unité 
de volume, il y aura Ndz atomes dans la tranche considérée et 
le coefficient d’absorption par atome est : 


(61) Hat = 


On peut mesurer » en observant l’affaiblissement du faisceau 
traversant une épaisseur connue de la substance et en tenant 
compte, s’il y a lieu, des causes d’affaiblissement autres que l’effet 
photoélectrigue (la diffusion par exemple). N est calculable par 
la densité o et le poids moléculaire A car, ona: 


NA 
(62) =a 


%> étant le nombre d’Avogadro. On peut done mesurer pa et 
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suivre ses variations en fonction de la longueur d’onde des 
Rayons X et de la nature de l’absorbant matériel. On trouve ainsi 
que por est représenté, pour un corps donné, en fonction de la 
longueur d’onde excitatrice par une courbe telle que celle-ci : 





Fig. 22. 


Les discontinuités sont aisées a interpréter. Quand la longueur 
d’onde augmente, la fréquence diminue ; 4 la longueur d’onde dz 


correspond la fréquence vz = a fréquence seuil pour l’effet 


photoélectrique sur les électrons K. Pour A > 2z, effet photoélec- 
trique sur les électrons K ne se produit plus. D’ou le brusque 
abaissement de pa: pour Xx = A. Et de méme pour les autres dis- 
continuités. 

Entre les discontinuités, on a sensiblement ia loi suivante : 
(63) tei CLZ53 =U Zc (loi de Bragg Peirce) 


d’ot Vallure d’ensemble de la courbe 22. Z est le nombre atomique 
de l’absorbant. 
Pour rendre compte des discontinuités, on peut écrire : 


(64) Bat = >) OnZ02 


lasomme & perdant un de ses termes quand la longueur d’onde 
traverse en croissant une des valeurs critiques de discontinuité. 


Autrement dit, la somme »' est étendue seulement aux caté- 


n 
‘ f NG tee: 
gories d’électrons dont l’énergie d’extraction est inférieure au 


quantum —. Grace a (64), on représente l’absorption photoélec- 
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trique globale comme étant la superposition des effets photoélec- 
triques sur les diverses sortes d’électrons. 

Un trés grand nombre de travaux expérimentaux et théoriques 
ont été faits sur lallure détaillée de ce phénomeéne d’absorption, 
en particulier sur la validité de la loi (63), sur les sauts d’absorp- 
tion au passage par les longueurs d’onde critiques, sur la forme 
exacte des discontinuités, etc. 

Nous ne pouvons entrer ici dans le détail de ces travaux. Nous 
dirons seulement qu’ils ont permis d’établir que la loi (63) de 
Bragg-Peirce n’est pas rigoureuse. M. Wingardh, en recensant les 
résultats obtenus, a montré que si l’on écrit : 


(65) at = CheZA 


x varie suivant les cas de 3,7 43,8 et y de 2,5 a 3. 

M. Wentzel a repris théoriquement !a question en calculant 
complétement les probabilités d’expulsion photoélectriques a 
aide des fonctions d’onde hydrogénoides. II a ainsi trouvé une 
loi de la forme : 


(66) vat = aZPr"ls 4+ 298 + cZar"la 
(ot la valeur des ccefficients a, 6, c reste non déterminée par le 
raisonnement.) Cette formule peut représenter convenablement 


les résultats expérimentaux ; néanmoiny, on ne peut guére parler 
que d’un accord global. 





ice nc /207 
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